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Algemene Inleiding.

Bij een aandachtige beschouwing van de verschillende toepassingen
van de wiskunde op de physica en de techniek blijkt het, dat een groot
santal van de ogenschijnlijk meest verschillende gebieden van de physi-
ca en de techniek wathematische formuleringen toclaten, die vrijwel iden-
tiek zijn. Bij de aanvankelijk zeer grote verscheidenheid van physische
en technische problemen komen feitelijk alleen twec grote gebieden uit
de wiskunde te voorschijn, het geheel der theorieén, die men onder de
naam Mathematische Physica samenvat en die onderling een zecr grote
sainenhang vertonen en de Mathematischie Statistiek. Aan deze namen, waar—
in het woord mathematisch als bijvoeglijk naamwoord optreedt, is het al

wdirect te zien, dat zij bij uitstek als toegeonaste wiskunde kunnen gel-
den, immers beide namen drukken uit, dat het hier om een andere wetenschaj

gaat, die mathematisch geformuleerd kan worden.

Hoewel ook tussen deze twee vakken relaties bestaan, immers de mo-
derne gquantenmechanica maakt zebruik van resultaten van elk der twee hier
genoemde gehieden, evenals de moderneturbulentiethcorie, vormen zij afe
zonderlijke gébieden, die ook afzonderlijk behandeld kunnen worden. in
het vervolg zullen wij ons vrijwel witsluitend mct de Mathematiscine Phy- -
sica bezig houden en verstaan hieronder het samenstel van die gebieden
uit de wiskunde, die gebruikt worden bij de mathewatische formulering
en oplossing van problemen uit de klassicke physica, dus diec physica,.
waarin de gquantentheorie geen of cen zeer geringe rol speelt, zoals de’

mechanica der continue media (stromingsleer, elasticiteits— en plasti-
citeitstheoric), de warmtegeleiding en de electrodynamica. Het wezmen—
lijke in deze theoricén is de opvatting van de physische grootheden als
continue grootheden, zodat de relaties tussen hen als differentiaal-
vergelijkingen en wel, omdat mecstal het aantal onafhankelijk verander-
lijken wccr dan é&én is, als partiéle differentiaal»vergelijkingen te
voorschijn komen, BSLIOTHEGE  MATHEMATIECH m;zsmmuéﬁ

comiemeerents BIAS T ERIDALE oot
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We hadden dus ook als titel kunnen kiezen: De pnrtlele’differen—
tlaalverge113k1ngen der mathematische Physica, warc het nlet dat in
sommige gevgllen een andere formulering (1ntegr"“lvergellgk1ngen of

veriatieproblemen) wenselijker is. ‘
Dasr de verscheidenheid der natuurverschijnselen zeer groot is
321 de aanmerkelijke reductie, die bij de mathematische formulering
optreedt, toch nog een zeer omvangrijk gebied ter bestudering over
laten, dat onmogelijk in een korte tijd behandeld kan worden. Het
uitgangspunt is tamelijk willekeurig, men gal in het algemeen begin-
nen met een betrekkelijk ecenvoudig overzichtelijk gebied om van dasr-
uit de stap nasr moeilijker gebieden te wegen. 4ls eerste gebied is
derrom gekozen een van de oudste gebieden der Mathematische Physica,
n.l. de Potentiaaltheorie, diec in twee dimensies equivalent is aan
de leer der complexe functies en der conforme =fbeeldingen. In vol-
gende cursussen zullen andere gebieden besproken worden, zoals de
golfvergelijking, de elgsticiteitstheorie en de lecr der trillingen,
in samenhang metintegreszlvergelijkingen en varlatlcproblemen.
Als literatuur, wasrin min of meer het gehele gebied der Mathe— -
metische Physica beschreven wordt; noemen wij:
R. von Mises - Ph. Frank: Die Differential und Integralgleichungen
' der Mechanik und Physik,
, Bd. I, II, New York,Mary S. Rosenberg,1943.
R. Courant D. Hilbert: Methoden der Mathematischen Physik
Bd I en II, Grundlehren der Mathematischen

Wisssenschaften, Springer, 1931 en 1937.
H. Batemant The partial Differential equations of
Msthematical Physics, Dover, 1944.
H. Webster: Partial Differential equations of Mathema-~

tecal Physics. New York, Hafner, 1947.

Verder voor de potentissltheorie:

0.D. Kellog: Poundations of Potentiasl Theory,
Grundlehren der Mathematischen Wissenschal -
ten, Springer, 1929 :

Steinberg: Potentialtheorie, Sammlung GOschen.

Steinberg en Smiths The theory of potential and Sphericsl Har-
monics. Toronto, 1946, The University of
Toronto Press.

terwijl in verschillende boeken, die gebieden der physica behandelen,

potenticaltheorie besproken wordt, zoals

H. Lamb: Hydrodynemies, 5EQ Ed, Dover, New York.

Stratton: Electromagnetic theory, Mac. Graw-Hill
New York, 19441. '
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Hoofdstuk I. Kracht- en stromingsvelden.

1. De gravitatiewet. 4
De potentiasltheorie vindt ha-r corsprong in de mathematische for-
mulering ven de algemene grevitstiewet van Newton. -
Leder massadeeltje in het heelal trekt ieder ander deeltje zan met
een kracht in de richting van hun verbindingslijn welks grootte
evenredig is met het product van hun massa's en omgekeerd evenre~
dig met het kwadraast van hun afstand.
De toepasbeaarheid van de potentiaaltheorie is echter niet beperkt
tot de gravitetiekrachten alleen, zij geeft het fundament voor de
theorie van het electrostatische en megnetostatische veld, waer

de veldkrachten ook omgekeerd evenredig zijn met het kwadraat van
de afstand tussen de elementaire deeltjes, die krachtwerkingen uiw-
oefenen en verder geeft zij, zoals blijkt bij het opstellen van de
differentiaslvergelijkingen, die bij de krachten behoren, de theorie
van de stroming van incompressibele vloeistoffen en de stationzire
problemen van warmtegeleiding.
Mathematisch geformuleerd luidt de wet van Newton:

wa~rbi] r de vector is, die de verbindingslijn van de twee massa-
punten voorstelt, m, en m, hun massa's en £ de =2lgemene gravitatie
constante,

f1

Noemen wij de coordinaten Vnﬂ de punten X41¥4124 €0 X53¥51%5
dan is r —~\/f><,~x;) + (Y, =p) 412 - 29,)

2

S R i(x”x;,)w vi- /,,)3 Flz,-z) 7 ||
N ,

wagrbij 1 , 3 en ¥ de ecnheidsvectoren langs de cobrdinastassen zijn.

In de electrostatica treedt precies dezelfde wet op voar de

kracht, die twee ladingen e, en e, Op afstand r op elkaar uitoefe-
nen

Onder de veldsterkte in een punt van de ruimte verstaan wij de krasi:
die op de eenheid van de massa in dat punt wordt uitgeocefend. Zij
is dus een vectorgrootheid.

Het veld in een punt x, y, z, van een massapunt met massa m in een

punt x,, ¥, #1, is dus gegeven door

{’ “(;‘;‘5 ? = )(:? 1“‘7(}?‘* Z'T(.} )

en de componenten zijn (7.2
X= f % (x-x)
YA Fty-r) <
Z = f 2‘?.';(2/“2) /Xx%;"')
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2. Het veld van lichamen van eindige afmetingen.

In werkelijkheid hebben wi] ncoit met maséapunten te mzken, man~r
met continu verdeelde massas in de driedimensionale ruimte. Om
de werking van twee lichamen ven eindige uitgebreidheid op elkecor
te beschouwen, maken wij gebruik ven het volgende principe., Indien
twee lichamen gegeven zijn, verdelen wij deze in elementen op
de wijze, zoals in de integrmalrekening gebruikelijk is en denken
de messa van ieder elementje in een punt in het inwendige gecon-
centreerd. Dan is de krach?, die het ene licheam op het andere wit-
oefent, gelijk aan'de limiet van de kracht, die het ene systeem
vervangende massapunten op het andere uitoefent, berekend volgens
de bovengenocemde wet, indien wij de verdeling stecds fijner maken
zodat de maximale koorde van de elementen nasm nul ga=at. ‘
Om dit beginsel te legitimeren moeten wi] dus in de ecrste
piaats laten zien, dat de op deze¢ wijze gedefinieerde limiet
bestaat en ten tweede, dat voor lichmmen van kleine afmetingen
de corspronkelijke wet van Newton weer terugkomt,
‘Wij beschouwen nu eerst de krachtwerking van e.n lichaam van ein-
dige afmetingen op een puntmassa, die erbuiten is geplaatst in
een punt P. De totale kracht is de limiet van de som van de krach--
ten, die de messapunten, Pi die in elk element de massa 4 yy re-
presenteren, uitcefent op het in P geplaatste massapunt. Zo wordt
de veldsterkte in dat punt

- 7 PANR TR ~=

T ]“f& ‘.i )
waarbij r; de verbindingslijn P P voorstelt. Voeren wij in de
spcolfleke massa, of dichtheid el = %g%‘*Wairbijzgvi het volume
ven het iZ element voorstelt, dan is

//:M«fz F‘L\V

Indien wij de verdellng steeds fijner mazkeh, gaat de som over in
een integreal., Daar P buiten het lichaam ligt, is steeds rl7(),
De functie E(xh yﬂ,z) is steeds een integrecerbare functie, zodat.
ook de integrasal '

- .-, .
Fof [ffe
vl :
Uitgestrekt over het gehele volume van het lichaam bestoat en de

veldsterkte in het punt P voorstelt. ZlJn de cofrdinsten van
P(xp Vp zp), dan zijn._de componenten van F gegeven door

- f Uf*r—*g()( ~Kp) Aol y AL

-g‘ )":';5(\/‘/',)%;(&3/‘/ M/Z S
f [l (z-zp)otxodyelZ

7 e

i

<33q

—~
Lt

it
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 Wij hebben de restrictie gemeszkt, dat het punt P buiten het beschouw—
de lichzam lag. Op het eerste gezicht 1ijkt het, det de kr-cht on-
‘elndlg zal worden, als wij P tot het oppervlek laten naderen, immers .
één van de termen van de som zal oneindig groot worden. Bij nader
inzien is deze idee niet juist, door een geschikte keuze van de ele-
menten words bereikt, d=t met de afstand ock het volume van het be-

schouwde element nasr nul gest. _,wwﬁémm;
Leat P een afstand r tot het opper- ,”J_ RN
vlek hebben en beschouw de messa van R
het lichasm binnen de bol met stra-l . / i’ \E

2r om P. Deze masse is van de orde 73 3
en haet aan%%gkking is dus ven de orde ~*§- = r, zodat de kracht van
de nabijgelegen massa's niet groot,wordt maar klein.

Voor een punt binnen het lichaam worden de = integralen onelgenllak.
Om de integraten te berekenen, sluiten wij het punt P uit door een
klein volumeelementje v en strekken de integratie uit over het volu-
me (V - v). Wij veronderstellen nu, dat de veldsterkte verkregen
‘wordt als de limiet van de integkalenover V - v, als wij v tot nul
laten naderem, indien deze integrzs=2l bestzat., Dit onderzoeken wij
aan het geval dat het elementje v de vorm heeft van een bolletje A
met streal§om P. Leg een tweede, concentrische bol B met straal

R om P, dan ig e ”Mm\
’ AN

- £ . _g - (I e = _ » ,-’ e v‘\\
?'%;Y;‘ff jgg ,,,5?" AV +7 }3’_1{7 po{V, : i %://‘-g:/\;
( : ‘5‘.\'\ P !i -':
{ ‘{ (-g— Y‘a/)’"f __“ !"(M ‘ "'.Ax' .- a‘,“;

-\f'. . ‘p‘:i

Wwij be:ekenen nu de tweede integraal aquﬂderllak en e

S A ]Lq
zvu*gbegrensd is, is dez» 1ntetrgal begrensd door Q@M!ﬁf»a— @wnd
waerbi] de. intepratie alleém over adl recHigruel Lt h"'ﬂlf nstrokt Voeren

-} na de poolcoordlnaten in
!“C/n@ ‘a&V: r S"‘h\é)d/wdhﬂl@

[( w(v: ﬁ ( ’“*W@W“/rza(yxpsﬁfi? 5)
zodat 1n de llmiet een elndlge waorde overblijft. Analoog voor de na--
dere eomponenten, Dasr in formule (1) de eerste 1nLegrqal onefhenkelilx
is van $is bewezen, dat de totale integraal steeds bencden een zeke--
re waarde blijft en, dasr zij met afnemende ) toeneemt, bestaet de
limiet.

Het geval, det het punt P op het oppervlak van het lichaam ligt,'
is hierin begrepen, men heeft slechts buiten het lichaamé?= 0 te
stellen. ‘

- Indien de massa niet over een lichaom is verdeeld, masr over een
oppervlak of een lijn, wordt de integreal op analoge wijize berekend.

wel alleen de X oom onent
> “fe*r*w

dan is
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Ih;werkelijkheid hebben wij niet te moken met een mathematisch opper-,

vlak of cen mathemstische kromme, mear met een dunne schaal of een dun~
‘ne stang, zodat de elementen, die wij ter vervenging nemen van het op~-
- pervlak worden ingesneden door een stel oppervlekteelementen of lijn-

~ elementen, De betrokken integralen zijn dan oppervlskteintegralen of

llanintegralen en de formules worden
F‘ {ﬁifd res ?~{[i§
e | Pe DET )5S

Voorbeelden,
Krachtveld van een rechte 1ijnsegment van constante massa met lengte 1.

r,\ﬁ;~w

‘ i o< \y
£
% {4 x
“.’/"""\{ d J, . X

l\“ } e E P

- e e

Kies de 1ijn met massa(bper lengteeenheld 1angs de x ag, dan is de
kracht in het punt P(x1y)

X = f{ L—t‘“r\.j—é-—-
Y= —f] _wfﬁf-

szr in de heek x, bepa=ld deoor tg.4- ’, » dan is r "Z%EX ; & - x:ytg«,'

Am“O(

X = ..____f ‘L 'lffztﬂ(wff"’::x_ OI,’G( — _’f [—&uvq‘ Czﬁ;dz]

T *',i jal trin K oA = PJLK,O,,,.:( = Jema.],
als a1 en «, de 'hoeken zijn, dle met de uiteinden ven de lijn corcirs-
pondercu., Laten wij de lengte ven de lijn stebds toenemen, dan nadcri
.y

x. tot Yjien x, tot~47 ; zodat %20 en Y — = 7

T -
Rl i

C ! PR
1 .:.»:.'Nt T e
, T

ﬁ_\\-\w Eod f_”,;/x
Bolschaal met constante belegging. S : Vil

UL AN
Punt P op de x as (x, 0,0). Straal bol ke
R. Veer poolcodrdinaten in, dan is op N\
het boloppervlak \q

{

U

X = R v
y =8 sin9 we ¥
z =R 81neaﬁhaf

80 = R% sind dody |
en de afstand van P tot het element is gegeven door
2 R2 + x2 - 2RX (wip

zodat wij winden

Y =2 = 0 wegens de symmetrie
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L H’.‘ pﬂmwwwm«km@ ‘

slogro  (REp: - 2Rxiome )

o L
= - X’ = xm@}&n@ A
| {L”Egg (R4 = 2 KK torw)

Voeren wij r als nicuwe integratievarisbele in, dan ics:

2rdr =+ 2 Bx sin s «e : .
. &

A X ,
zodat . ‘
) i L“- " Y
)C )(oré;g( (11' 31X~ l'f": U(’ lX+E p\K\—}/x }Q—b‘ii?:
©X-Al N
= T ) s LR
Z*”——f'f RU»«-']:O vooe X< K

TTRER
dasr wij tijdens Qe integretie eraan moeten denken, dat r cen afstand

ig en dus steeds positief is, d.wW.z., voorlfa 0 is r=x - R veor xR
enT =R - x voor x <R.

De bolscheal trekt dus punten bulten de schaal asn met een kracht, die
hetzelfde is, alsof alle messa’ in het middelpunt was geconcentreerd,
terwijl binnen de schaal de krachtwerking nul is, De kracht maskt op heth
oppervliak dus een sprong ven £.47€ en is Jdus discontinu.

Voor een punt x = R op het boloppervlek vinden wij de kracht door eerst
het punt, volgens het bovenstuande, te omsluiten met een klein cirkel-
tje, d.w.z. T2

e Risivo st oy RIi-co00) _
X = { *>0 3'5 = @ Rl(z ZWOU‘/’/Z

- {27 i {mza 70 f o (w0 = 2n0 ]

zodat de kracht in dit punt juist het gcmlddelde ig vean de krachten

' in neburige punten buiten en binnen de bol gelegen.

Homogene bol met strazl R
Het veld in een punt P kunnen wij vinden door integratie van het resul-
tast voor een bolgchil..:

Voor e%§ punt P buiten de bol vinden wij
-

F:f{..zﬁ.wi}{p-f 7/37T({8 f/\_ﬁ
voor &en punt binnen de bol dragen alleen
de delen gelegen binnen een boloppervlek

door dat punt bij:
- X
= I \ 4 e
o 1EE = T TCR |
zodat de veldsterkte binnen in de bol lineesir toepecuwt tob net opper-
vliak. en zich deerna gedrasgt, alsof =lle massa in het mjddelpunt van

de bol geconcentreerd was.
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“Krachtvelden en_endere vectorvelden.

Wij kunnen nu in leder punt van de ruimte de veldsterkte berekenen,
die bij een gegeven massaverdellng behoort. In ieder punt is dus cen
vector bepaald, Indien wij nu lijnen tekenen, zodanig, d=2t in ieder

~ punt de vector langs de rasklijn is gericht, verkrijgen wij een stel

-

1.

krommen, de veldlijnen of in dit goval, de krechtlijnen. Indien de
veldcomponenten z13n X, Yen Z zijn

-
de dlfferent1~a1vergellaklngen voor de veldlijnen,
Een vectorveld werdt ook opgeleverd door ecn stromingsveld, W<arb13
in ieder punt de snelheid van het medium is gegeven.
Indien de codrdineten van eecn punt 2zijn x, y, z, dan zijn de dlffpren—
tiaalvergelijklngen voor de beweging

fz@ Fix.y.zt).

In het algemeen zal v expliciet van de tijd afhangen, indien dit niet
het geval is, is de beweging stationnair.
Uitgeschreven zijn de vergelijkingen

2% = WXy, z ¢)
VIX,y 7 ¢)
WX, z,¢t).

13
H

oAt
en de oplessing zal de vorm hebben

= é)(‘t ,8,b,¢)
waarbij e, b en ¢ integratieconstanten zijn, die bepeald zijn door
de waarden van X, y en z op het tijdstip to P Xy Yo en Zg-
zodat we tenslotte de oplossing 1n de vorm kunnen schrijven
T =Rt %Y, 7 |
De vergellgklngen in deze vorm starn bekend als vergelijkingen van

H

Legrenge, zij leveren de bannkrommen van de deeltjes.

Op ieder ogenblik t# = const kunnen wij de vergelijkingen schrijven =2ls

-—-2?&-—-—-— = Zﬁ—— = Mz
('L(X ,Y,z'ott) V(X)y)x"f:‘} W{)&,‘/)ZJt,)

die dus een vectorveld voorstellen. De veldlijnen ven dit veld zijn
de stroomlijnen. In het algemeen zullen de stroomlijaen verschillen

van de basnkrommen, die bepaald zigp deooxr
- S = o EZE At
WX Z b v?erﬂ WY, 2, +)
Alleen als de verhoudingui Vi W onefhanke113k is ven t, dus 0.2,

voor een stationnaire beweging zullen de basznkrommen met de stroomlij-
nen samenvallen.

Voorbeelden.

m =X

=Yy

W =235 )

De basnkrommen worden geleverd door de vergelijkingen
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X - =
dus
— ST
X = XOe b
E4
y= Yol ,
Z = Zoet'

zij zijn dus rechte lijnen door de ocorsprong en vallen semen met de
stroomlianen, dle beparld zijn door

_>_’ a-’z
of wel /z
35;%;:.3,

Xo 7 ". . o - I
Da=r de snclheden niet van t afhangen, is de beweging stationnair,
2. u = tx

V=Y
w = 2.
baamkrommen;éx . oy . éﬂf
otwel XtV F
x:Xaél"t'
.Y=>’o€«t
z2 = Z,C
stroomlijnen op tijdstip,t volgen uit
._J' afz
| stroomllaquoor xo, yo, Zg -
(£) =% =

vallen niet samen met de baankrommen,
3). u = tx

v = 'ty ,
_ w =1z
baankrommen 9.4.,% plz = ole
xt: Y zt .
X = X, l/’:t
Z%{A
y=Yof 4t
i
A Zoe
stroomlijnen &4)4_: Ay ﬂ‘/z« RS, T |
% Ko M o

Hoewel de beweging niet stationnair isg, vwallen de stroomllg;m,n 8¢ m‘en"
‘met de banen van de declt;}es. '
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5.De stelling van Gauss.

Bij de bespreking van de beweging van vlceistoffen, die door een vector-
veld wordt beschreven, trecdt een nieuw begrip op, de divergentie van
het veld.

Indien een hoeveelheid vlceistof op het tijdstip t een gebied T van de
ruimte bezet, is het volume

V(t):{gf dxdydz. (1)

Wij hebben gezien dat wij op ieder tijdstip t de codrdinsten van een deel-
tje kunnen uitdrukken in de nleats—codrdinaten op het tijdstip t..x, ¥, »
z, en de t1jd.0m .dus &< tijd+afhankelijkheid van V(%) te beschrijven,
moeten wij x rJo1%0o €N t als codrdinaten inveoeren in (1) en krijgen

dan a(x
V(t)= j ( - dx, 4y, 4z, ,
(x, yJ
wasrbi]
o x éyg 27
3 X, aY, T e
B/X,V,J) - | 3 '?7% . ..2._'5_
TCES R E7 37
. DX ¥ 4 &
3_7. 9-&5’ azc

Om dit te vinden, beschouwen wij even de transformatic van het volume-
elementje dx;4y,dz, met hoekpuaten op het tijdstip t,

Xg j@ o
Kot Hn, ‘/‘ =,
o At
X T %X, ifp e Ay, <y
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dat op het tijdstip t is overgegazsn in

X ¥y Z
X+ 25, /4»53(,,1 # ¥ Tt 5Z Ay

D27 I b A B AFE

X+ alxst W”f] (74 a:xm—?“fo 7*53?0‘" "”’L"ﬁ’/'

az
xm"“ﬂ P A=l
en de lnhoud ven het paralleleplpedum is
x, éi =z /]
)(4' d)(o - , - \‘X :
| ! Lolng U ox, Ha,
-~ - - . 7 T - N 5<21
' - dﬁ;%~ﬂ
— — - ., - s .:2.', &, er
- . / 2z

Voor het tijdstip t, is de asngroeiing van het volume gedurende het tijds-
verloop A1 gegeven door de formule

V(t, + At)- V(t)zj'(}((;%%u ;jx ay- iz, i

Nu is o0p het ogenblik t+At
x=x +u At

y=y +Vv At
z= 2 +w A%t
zodat
d (x,y.2) (34, 2w |
o (X0y,2,) -1 2x é;b-+3z,} 4t

en

V(t, +5)=V(t) '/ dSu . DYy aw
.At -fJY( + 57, + azo) dx,dy,dz,
in de veronderstelling, det de functies u, v en w continu differentieer-
bare functies zijn ven x%p,y,en z, in het gehele interval At.
Bij de limiet vinden wij

av ('({ 8% )
— = || dx, dy, 8z, ,
at “r',; axﬂ / 0 e
zodat wij volgens de stelling van het gemiddelde mogen schrijven
av . '
at 2uU )V ow

V- Dxby*az
waarbij deze grootheid bepaald is in een punt binnen het gebied T, .
Indien wij nu dit gebied steeds kleiner nemen, vinden wi] de plastse-
lijke relatieve toename ven het vulume
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: av
= 3u v a w at-
divy = — + g e 1im ——

, dxX ay 2 g Ves

~ Als de verandering van het volume overal nul is, is de vloeistof :
onsamendrukbaar en div v= 0. Op deze wijze is ecn definitie wan onsamen—
drukbare vliceistof verkregen. ‘

De toename van het volume per tlgdseenheld kunnen wij ook op een ande-
re wijze berekenen.

Denk het begrénzende oppervlak benaderd door een ingeschreven veelvlak
en denk dat over leder zijvlak van dat veelvlak de snelheid constant in
richting en grootte is Dan stroomt in een tijd 0t door dat zijvliek ewn
hoeveelheid vliceistof V ASAt, waarbij V de component van de snelheid

- loodrecht op het oppervlak voorstelt. Na een tijd o+ zal dus de vloei~
stof, die op het tijdstip t in T lag een volume V +§ZVBL¥S innemen,

d.w.z. v -
= SVpas.
Indien nu het snelheidsveld continu is en
indien de zijden ven het veelvlak worden
verkleind, zal de uitdrukking E;Vn-é S na-

deren tot de integraal

..‘—>
g {v,as

zodat de tweede uwitdrukking voor de toename van het volume per tijds-
eenheid is -
dat P;
Wij vinden dus de stelling van Gauss:
I -2 ~>

({{ aiv V.av= ([ v, .ds.

Vv S
Wegens het grote belang van de stelling van Gauss geven wij hier nog
een endere afleiding,die direct de twee integraaluitdrukkingen in elk=mar
omzet en wel voor een oppervlak, dat door iedere lijn A’coﬁrdinaatassen

slechts in twee punten wordt gesneden en daar een continu varierend
raskviak heeft,

Beschouw de integraal Uy ax_ ave - QQ/WW’*NNQ\\\\‘\
.}4;. i ) ,3»-"?

"‘Hg{f p/,()ﬂ/}’dl.__ D( '[~~—~-—----~,_,-;(\
. o )(x AX Z /{ C/ 17‘\\ L
* ﬁ { y.2)- Alxy. ﬂ yaz \WMJ

wanneer x, en X, de snijpunten voorstellen
van een lijn y= const, z= const. met het oppervlak,. Noemen wij de op-
pervlakte-elementjes resp, dS1 en d82 , dan is dydz=-dS1&%‘(n1,x) en

ook dydz= dszﬁéa(nz\x), zodat wij krijgen

{ 3 2RV = ([ X[, ,7.2) eoslbrydl S+ X (X, , 2] ool ] = (] X oafn x)AS,
5



| blz. 13,
:Door_optellen varn analoge uitdrukkingen voor alle drie‘compcnenten Vin~
den we dan opnieuw de stelling van Ganss. | ' '

6. De Fflux, solencidale velden.

De integraal £(§? dS wordt voor het krachtveld de flux van het veld gew
noend. Als deze voor ieder gesloten oppervlak nul is, spreken w13 van
een solenoidaal veld.

Deze voorwaarde ig eguivalent met de eis, dat in ieder punt de diver-
gentie in het veld nul is. ‘
‘Wij beschouwen nu een veld van ecn eindige messaverdeling en weten dan,
dat voor een punt buiten de massa's

X= §§(~§§ (x-xp)‘dxdydz,

v

Y= fvg{ (y-—yP)dxdydz.

7 ﬁi (z~zp)dxdydz.
v

die uitdrukking voor de divergeﬂtie.is dan

div¥ = SUP[% x‘:f,, + j i«i 5;}‘3?‘ oy 2=

u'

j S 3 Kxﬂ4ﬂ’ﬁ +(zxu{]¢xdf/z=o

P

want in de eerste plaates mogen wij, omdat wij buiten de messa's zijn,
differentieren onder het integraalteken en verder geldt

3 r? — a2hr
a . = 2(X~XP)3~'2 r '57(" 9
2 / 3.

Beschouw nu een gesloten kromme in het veld, die¢ in ecn oppervlak ligt
det ongeveer loodrecht op de krachtlijn stazt en de buis, die gevormd
wordt door in alle punten van de kromme de krachtlijnen zan te brengen.
Beschouwen wij dan -een

tweede kromme, die in Py
een oppervlak ligt, dat ,//// LS
e
ongevecr loodrecht op de .—fT’/“M/ﬂ ,,/,r/’
krachtlijnen staat, dan N

geeft de stelling van Gauss

g{ v, ds= é {v_as.

=,
Inhien nu 51 en 32 kleine oppervlakten A1 en A2 hebben, dan zal gelden

(bij benadering)

V1 A = V2A2 ’
weesrbij V1 en V2 de veldsterkten zijn in een punt, waar net oppervliak
werkelijk loodrecht op de veldsterkte is.
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Wij zien dus, dat het oppervlask van een krachtbuis omgekeerd evenredig
. 1s met de veldsterkte. De flux door een bol om een massapunt met massa

mla-({ . r2 qu= -47m,

als de normaal naar buiten is gericht en e (//”:;;%4“’\\i>
| o :

de kracht naar binnen. Voor ieder ander k
ges;oten oppervlak is de flux even groot,
zoals blijkt deoor de stelling ven Gauss’

toe te passen op de ruimbe binnen dat oppervliak en buiten cen bol, dies
het massgpunt omsluit, maar zelf binnen het oppefvlak Llijfst.,

Voor een eindig asntal massapunten blijft de stelling gelden en ook voow
een continue. verdeling-binnen het opperviak

Cyoors =(( (¢ EALe b apmib=m o TN
(§vas ={( 1ff¢ / e -
5 5V ’ (@&

\\s /
e e

e

Als( gzg) een punt is vals }en

X,¥,2 een punt -~ .¢ 8, terwijl 1,m en n richtingsccsinussen van de
normaal op S voorstellen.

Daar ré 0 is, mogen wij de integraties verwisselen en krijgen dan

({ Vo ds = ﬁ@t’ (3] +A/ Wtz Sh g =
$

= <4 j(gga_'sf» wrﬂ/\

als M de totale emsloten masse voorstelt.
Voor een vloeistofstroming stelt]f VndS de hoeveelheid vloeistof voor,
S

‘die per tijdseenheid door het oppervlak stroomt. Wij kunnen dan zeggen.
dat in het gsbied V de vloeistof gesbsorbeerd wordt en noemen dit een
putgebied., 4é&. punimassa's corresponderen dan met de puntputten, of
els m negetief genomen wordt,puntbronnen.

7. De_continulteitsvergelijking voor de stroming van een incompressibele
vlioeistof.,

Voor een incompressibele vlceistof hadden wij els definitie gekozen

div v= 0, Indien er echter bronnen in het veld zijn, geat dit niet

meer op. Wij mogen echter niet zeggen p = const.(denk mear aan zeewa-
ter, waar de zoutconcentratie niet constant hoeft te zijn).

Wat constant is, is de dichtheid ven de vliceistof in een bepasld volu-
me~elementje.

Wij moeten dus de bewegingsvergelijkingen in de vorm van Lagrenge ge-
bruiken en de deeltjes identificeren door hun plasts op het tijéstip o,
Dasr wordt de massa ook gegeven als functie @ (x,y, 2, t) «n de vooTWanT
de van constante dichtheid is
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2f o
at
~waarbij x,y,z, ccnstant zijn.
Meestal duiden wij dit san door te schrijven
AL =0 of D.E =0.
dat
Indien wij nu £ gegeven denken als functie van x, y, %z en t, moeten
eerst transformeren en opmerken dat voor een bepazld deeltje geldt
X= X(X037 ¢s2,5%)
J= y(xg,yq,z,,,t)
, Z= Z(Xa:yg:za:t),
waarbij x4,y,en z, constant zijn en dan het differentisnlquotieut be-

rekenen uit . 3L 4 PE 24, 2e Dy, ‘Nﬁ

——

oAF e T IK 3% 2y 21

Mear % = u, - = v, 2z =W,
ot 2% 9%

zodat we krijgen als definitie voor onsamendrukbsarheid

d& _ 2L + 2L + Vv 3!; ;DE = Q.

ol ERA 0 x Dy az
Wij stellen nu de continuiteitsvergelijking op voor het geval, dat in
het veld bronnen aanwezig zijn en wel in een continue verdeling
(5:(‘“(}(\‘?’2.,13).
"In een gebied T stroomt dus per seconde naar binnen een masssa

mgadv - f(evnds

De totale messa in T op het tijdstip t is
fgdv

zodat

e - [feve

3
Waarh13 de afgeleide een partieel differentiesalquetient 1s, warrbi]
X, ¥y en z constant gehouden worden.
Dazr wij ¢ continu @ifferentieerbaar hebben verondersteld, verwisselen
wij links 1ntegratie en differentiatie en passen verder rechts het
divergentietheorema toe op de vector ﬂfV en vinden dat voor ieder ge-
bied T moet gelden
ST - po+ 2 lew)r3ylpy) + 2, tewl]aV = o

lerkan dlleen, als de 1ntegrand nul is, d.w.z.

- e+ Sz (pw) +7(PY)'+37.[€ W =o
Voor een 1ncompressibele vloelstof geladt

e _ 0 2e w28 -
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zodat de continuiteitsvergelijking wordt

‘ ~L.d..€ . W

HOOFDSTUK II. De Potentiaal.

1. De krachtfunctie.

Wij beschouwen nu de beweging van een massapunt met massa m in ezi
krachtveld met componenten X, Y en Z. Door een geschikle keuze vern do
eenheden worden de beweglngsvergelijkingen

2
d X d°z :
m X m =mY m =m 2.
dt2 ’ at? ’ 312

Hierult volgt dat

'”’27L(MDI+ (é2%7 W”Cx‘ J/=4*+"zzji;/1

en door integratie
T - T, =-yn)~& Ltm ¥, w’Yn‘{C(JxKJ{yovf+ oz},

Pe verandering in kinetische energie gedurende een tijdsverloop totot %,
is gelijk aan de arbeid, die door de kracht is verricht langs de wég
van P,tot P, als op t, het punt in P, is en op t in P,
Indien deze arbeid onafhankelijk is van de weg, noemen wij het kracht-
veld conservatiefs '
De functie P

W(P P,)= [ (Xdx+ Ydy+ 2dz)

- is dan alleen dg%r het veld bepaald en is een functie bij vaste P, vax
de codrdinaten X, y en z van P,

Dan is het duidelijk, dat de afbeleide in W(P,P,) in de richting van
de x—-as is

X +OA
g WIP) - Wip) _ - X
INEY Pp, ;Agx;a A JX{XV"Z}MX = X J
- als P de x~cobrdina=zt x heeft en P1 de x~geoordincat x+4 X.
De afgeleide in een andere richting is
W(P) - W(P )
lim .
AG-=>o AS
waarbij de verschillen in cobrdinaten tussen P en P1 ziin
Ax= as-1
AYy= As‘m
_bz= s8-n

indien 1, m en n de richtingscosinussen zijn van de richiing IP,.
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 Dan blijkt, dat het resultaat wordt
X1 + Ym + Zn , . ‘
d w.a.,3ulst de component om de kracht in deze richting. Dus van een

conservatief krachtenveld bestast een krachtfunctie W, zodat de krachi
in een richting juist de afgeleide van de functic in deze richting is.
Omgekeerd, indiem een functie Dbestaat, zodat

2d P 3 .
== Y:ﬁg% ;5%2 y 18
ST -
W(P B, )= ( ax+ ‘2}/@- ay + 2 az=3(®) -2(2,).

De functie @ is gellgk aen de krachtfunctie W op een edditieve constan-—
te na.

Wij zeggen,dat de vector (X,Y,Z) is de gradient van de functiedﬁ'cn
degze noemen wij de potentizal, ,
Indien wij in het oneindige aannemen'f = 0, stelt @ dus voor de arbeid,
die het veld verricht =ls wij de massa m ven het oneindige naar P bren-
gen,

Wij zien nu,dat voorviewtonse kmachtvelden een potentizal bestazt,
immers voor een massapunt is |

sz;_)”X:"é‘ k ’
r3 X r
Y Jp = Y -2 1
= N >
= z 7Y %
7 - ,
__Pp = 2 % _ L
2= r3 2z 3:"‘{)&““(‘;;’ﬁ

cn voor een volumeverdeling geldt
EP()(P)P.ZP)‘:: SJ’S -;:£o£x &\/; 4z .
2., Dipolen.

Een magneet wordt gevormd door een positieve en een negetieve hoeveelw~
heid megnetisme met dezelfde atsolute. waarde op zeer korte afstand van
elkaar en het blijkt in de natuur niet mogelijk te zijn de afzonderlijkec
magneetpolen te isoleren.

Wij berekenen de bijbehorende potentiaal |

m m .\'mg
U= - R e r‘l
I‘" X “; \
als r' en r de ~fstanden in de & « >

twee polen tot het punt P zijn.
Indien 5@'=y near nul gaat, gaat
U nsar nul, tenzij wij m laten aangroeien, zodat het product m = X«
constant blijft.

i
Dan wordt in de. limiet  [f o 4w T 7 o4 9
=A% Fwo 5 */M 7= P
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als® de richting van de lijn QQ' =angeeft.
Wij hebben dus niets saders te doen dan de potentiral ven een punt
near het punt, wear zich de massa bevindt in de richting van de as
van de dipool te differentieren om de potentisal ven een dipool in dat
punt te vinden, |
Flx-x,) +mly- miz-x,
U:/A[ (x-%,) (f =yl tniz )_}

.2

als 1, m en n de richtingscosinusscii ven de as zijn.

Beschouw nu een specinagl scort oppervlektebtelegging met divolen, n.l.
een belegging, waerbij de normalen op het oppervliek s=amenvallen met de
assen van de dipoelen, dan is de potentisal

algf het moment van de dipocl per oppervlakteeenheid voorstelt. Wi}
kunnen deze formule gemekkelijk cen meetkundige interpretatie geven.

Beschouw een oppervliakteelementje 7

AS en verbind de omtrek met het lﬁx\\\\\\\\
punt P, wear ik de potemtisal be- / ,ff?g S
paal. N o
Dan passen wij het divergentictbhuo- éﬁ%ﬁsva f/
rema toe op de vectow. éﬁﬁh \\\\\g’
=t =kt o =het 0’

weern«<d £, % en$ lopende cobrdinaten zijn en x,y en z de codrdinasten
van P.
Als gebied kiezen wij het oppervlakteelmentje oS, de begrenzimde:n ac
kegel en een elementje van een boloppervliak op P met straal R.
Binnen het oppervlak is div X= O en rangs de zijwanden is de richting
van XJjuist tengentiecl, zodat wij vinden

fg%‘?¢§+§i;-id€=o

AC —(g[ o [
mesr op de bol is 2 Lot

dat / . ’

z0 7 oS
({137 )ws = - oG
V-
woarbl] 47 de ruimtehoek voorstelt, waesronder ik uit P het element ven
de dubbelleag zie.

Wij vinden dus voor de totale potentimel in P
U= if/u,sf?

en bl) steeds kleinere elementen
U::-»%/udf?

wacrbij de integratie over het gehele oppervlak wordt uitgestrekt.
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Indien wij dus esn gesloten gemagnetiseerd oppervlak hebben met con- i
stant moment, is voor een punt binnen het oppervlak

= - 4//7”/(,1 en daarbuiten U= O,

3, De circulatie van een stromingsveld.

De stelling van Stokes.
In een krachtveld had de integrael
g(de + Ydy + Zdz)

de betekenis van de arbeid, die dpor de kracht werd verricht langs de
doorlopen weg. Wat is de betekenis van deze grootheid in een stro-
mingsveld? Als het krachtveld conservatief is, is de integrzal nul
langs ecen gesloten kromme, Als deze eigenschap voor ecn stromingsveld
geldt, noemen wij het stromingsveld rotatie-vrij.
Wij definieren nu in een stromingsveld de circulatie langs ecen geslo-
ten kromme C door
L = S(K,M+'>“)f/f—ww£-f)“ﬂ V’"’/S

als v-ds het sgalalre product in de vectoren v en d§>voorstelt.
Beschouw eerst een zeer eenvoudige beweging, n.l. die, waarbij de
vlioeistof als een vast lichaam om een as roteert met constante hoek-

snelheid ar. Neem die as als z as, dan

ig de circuletie om eem cirkel met
7 straal a in het xy vlek

ta - 276 = 325 s at

Delen wij dit door het opperviak, dan

zien we, dat het resultaast 24 afhanke-
/ 11jk is van de streal van de cirkel.
' Neem nu een verticasl vlak, dan is de
lijnintegraal om een cirkel in dat vlak met strasl a nul, onafhankelijk
ven de stra=sl. Dit brengt ons ertoe om gan de circuletie in eecn punt |
een waarde toe te kennen (gewoonlijk wervelsterkte genoemd) en verder
zien we, dat deze wnarde afhangt van de stand van het oppervlakje,
weaarin de kromme (cirkel) light, die we op het punt scmentrekken.
Wij definieren nu de rotatie van een vector v in een punt P op de vol~
gende wijze,
De component van de rotatie in P in een richting n is de limiet van dc
circuletie, genomen langs een kromme in een vlak loodrecht op n (de
omloopsrichting behorend bij de richting van n als ecn rechtse schroef:
die P omsluit, gedeeld door het oppervlak van die kroume, indien wij
de meximale koorde van de kromme tot nul laten naderen, Hierbij is
dus verondersteld, dat deze limiet bestast en tevens, dat zij onafhan-
" kelijk is van de vorm van de grgmgg,in formule

Iv}zo ya)
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Neem even aen, dat dit het gevel is, ‘ £
den kunnen wij de componenten bereke- ’ / L7 p
nen door de kromme te specisliseren. ) |
V Nemen wij de 2 component en als kromme in het x, y vlak een rechthoek

met hoekpunten Z
’ ‘ ‘ , : -4, b -+d,*a
_a1y+ a3 +a1 + 83 +a1 - &; -a1 -2 '/ 2
dan is de circulatie , / !/ /
f (s 7 X
Wk o)ox + §vlay, )2 / / /
”a T4 v+a
oL ( Vi-a,y 0 A e ra
+ LL(X a,0) K~+ .99 =

+Q j
. * __; A
= f[u (’(:‘H‘} 0)-u CX,‘Q,U)]&MS [\/(a,g,o) - ¥{-o Yy )O)]g(.y.
-G L

Indien nu u en v eontinu zijn, mogen wij de middelwaardestelling toe-
passen en dit vervangen door

{u(x'; +a,0) = u(x', —a,O)} 2a - gv( 2,3 ,0) ~v(-a,y' ,O)f:Zu

en indien u en v verder comtinu differentiecrbaar zijn kunnen wij hier
voor schrijven

In "BV? 2
wearbij P! en P'' zekere punten van het v1erkant zijn,

Indien wij nu de zijden 2 van het vierkant near nul laten gaan en door
4&2 delen vinden wij, Ast de = compenent van de rotatie gelijk is aan

Q2 Y

Ty  ex ,
en anafr~eg VOOr de x en y componenten
rot W =] Z2 -2 2e 2w oo du

Dy 5z Y%z 33X ’3xX T EX% .
De samenhang tussen de rotatie van ewn vector en de circulatie langs
een gesloten kromme C wordi opgeleverd door het theorema van Stokes
~
gaa?.GLs - gg(oﬁfi?zh- P
C
waarbij S een oppervlak is, dat dcor C begrenad wordt. Wi} verdelen
dasrtoe het oppervliak in kleine
elementjes &0en merken op dat
in ezn punt van dat elementje
de rotatie gedcflnieerd is als
. [ otz
Ve /ZLM
/éﬁﬁf /L D0 £>G-
Zodat wij kunnen schrijven, det langs de omtrek van het elementje

pry (Tl (vl F) 0T+ E b O
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| ;Waarbia Ek naar nul gast, als wij de maximele koorde van het elementje
verkleinen. . ‘ “
Indien wij nu sommeren cver alle elementges, vallen julst de blgdragen
van de gemeenschappelijke zijden van aangrengzende elementjes tot de
lijnintegraal weg en wij verkrijgen ' '
(R« L (woA¥) a0 + ZTE, a0
'Indlen fu £ do maximals waarde ven de §.aanduidt is
| {\70\% L»(«ﬁz?“) a7 < €[5 sl
en bij “de llmlet
§ P = (et V) e

De circulatle on een gesloten kromme is gelijk azn de integrasl over

de normaalcomponent van de rotstie over een oppervliak, dat door de
kromme wordt begrensd waarbij de normaslrichting en integratiezin

bij elkaar behoren als bij een rechtse schroekf.

Wij leiden deze stelling nog op een andere manier af en wel uit de stel-
ling van Gauss in twee dimensies '

J{2E + 25 /o/wz), (oa,/ Kax)= ((Pg4ugw>oes

(ﬂx
Om dit te doenfherlelden W13 slechts de termen met u in de te beW13-

zen betrekking

ib('“ob&wwd./* v = gsjg(:»w Dy f ifz ?x/”’ "/Jy‘ ft/’-* ?&/r‘
en bewijzen, dat

fum..K ‘?-%*“?-%c(a*

Lazt de vergellgking van het oppervlak zijn
m{(x y)

dan kumnen wij schrijven op het oppervlak

u(x,y,2)= i (x,y)
du _pm , Ju, DX
Sy Ty T 2Z 3y
Verder geldt voor de ricrtingscosinussen van de normaal

Z T T T
zodat op het coppervlak
DZ___W
57 T

Dan wordt

§_f(an gff .—>9%§/¢<a“ = - {(ﬁ%é¥3ﬂ,»} ol o
Maar nu 1is nd¥-=dS de proigetieOOP het xy vlak zodat wij krijgen
H["'":w ‘“”’%)"5‘7 = ga;‘ “3
Pas hu de stelllng van Gau%s toe met P=0, Q= i, dan vinden wi}
«KS DC" ot = -—gu S

en

~ maar aange21entimu is, is hJermede de eigenschap bewezen.

"“5&« o
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Afd., Toegepaste Wiskunde.

Cursgus:

Methoden der mathematische physica.

Deel I. Potentiaaltheorie en
conforme afbeelding..

door
R, Timman.,

Bij de definitie van de rotatie in een punt hebben wij een kromme tot
op dat punt samengetrokken. Een gebied, waarin dit voor iedere kromme
mogelijk is, noemen wij een enkelvoudig samenhangend gebied, bijv. het
gebied begrensd door een bol, kubus, ellipsoide of twee concentrische
bollen. '

Anderzijds is een torus niet enkelvoudig samenhangend, want de cirkel
gevormd door de middelpunten van de meridiasandoorsneden kan niet op een
punt worden samengetrokken. Ik kan er een enkelvoudig samenhangend ge-
bied van maken door een meridiaanvlak als coupure aan te brengen en
die wegen uit te sluiten, die deze coupure snijden.

In een conservatief of rotatievrij veld in dit gecoupeerde gebied be-
staat een potentiaal U, gedefinieerd

op een additieve constante na. Be-
schouw nu een gesloten kromme P1P2P3P4
beginnend in een punt aan de ene

kant van de coupure en lopend tot het
tegenoverliggsnde punt, dan een stuk
langs de coupure en dan door de torus
heen weer terug. In dit geval is de lijn-
integraaljfiﬁg langs de gehele kromme
nul, dus

g ?1. , gF'P:,.# g 531,—‘. gp; o - _— Pty =

?1 PJ 'P,‘ — .
Maer aan ﬁeerszijden van de coupure is X hetzelfde, dus de integratie

over P2P3 en P1P4 vallen weg, en wij vinden dat
2

. . P' Pl; s P

in tegenoverliggende punten van de’coupure is constant. Bij een omloop

neemt de potentiazl met een vast bedrag toe. De potentinsl is dus niet

ondubbelzinnig bepaald, maar bevat een periode KA,die ook nul kan zijn.

=v[3, d.w.z. het potentiaalverschil
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Bij meervoudig samenhangende ge’bieden is dus de potentiaal in het al-
 gemeen geen cenduidige functie van de plaats, zij bevat perioden. :

4;. De Vectorpotent iaal.

Wij hebben gezien, dat in .een rotatievrij veld de functie (??s een
potentisalfunctie Y definieert, zodanig dat v = grad ¢ . %
In ecen divergentievrij veld, dat niet nooazakcll;]k rotatievrij hoeft
te zijn, bestaat een analoog begrip.
Voor iedere vector & geldt

div rot &= 0
zoals gemakkelijk door uitschrijven blijkt.

D w@i‘y 4,-)&,2 Dé 94% e, _9_,_5 2{‘_’5 +<:>5? -
Exi 2L oy 9/1 X 5":§"“;z2 oF 2x ¢

Als dus voor een vector v geldt div v.. 0, rijst de vraag of een vec-
tor gte bepalen is, zodanigf dat

s\? = roi a,
d W.Z. dat de gegeven veldlijnen de wervellijnen zijn van dat vector- \
veld & . ‘
Wij construeren eerst een bijzondere vectorpotentiaal met derde compo-

nent 0. Noem de twee andere azX f en g= ay. Dan moet gelden

b(.fgj(') o= g R = __jé ‘;

Hieraan kunnen we voldoen door
z

g= - Qu(x,y,Z)dz,
£

il

f’.ﬁ/(x,y,Z)dz + h(x,y)
Substitueer in de derde vergelijking

m/“ 2h S
w(X,y,2)= — 203/ dz - ;y - [Z:K dz

Daar div v = 0 :Lsz, geldt

OA P/
W(X,y,2)= ~ ")’ +J 57 dz= - 97;+ w(x,y,2)~ w(x,7,2,)
Zo ’
dus
:_fl’.{i'ié/:. -W(X,y,z )

waarsan we Xunnen voldoen door

7
A(x,y): - /yw(x,y,zo)dy.

- Q
zodat een vectorpotentiaal geconstrueerd is. Hij is echter niet on-
dubbelzinnig bepaald, immers, als wij er nog de gradient van een functi.
. - . - . -2 .
jﬂo bij optellen, verkrijgen wij nog dezelfde v .

- -
vV = rot a, + rot grad Sﬁoz

~>
= rot(ao + grad ??O).
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In het geval van een stroming kunnen wij een physische interpretatie |
van de vectorpotentiamal geven door de hoeveelhsid vloceistof te beschou— :
wen die door een gesloten kromme stroomt Leg ecn oppervlak door de ‘
kromme,dan stroomt per sec. door dat on-
//\\V/ pervlak : ;
o Masar volgens de stelllng van Sthokes is
dit gelijk aan [&.ds. Wij vinden dus.
dat de hoeveelheid vloeistof, die door cen kromde stroomt gelijk is a=an
de lijnintegraal van de vectorpotentiasl langs de omirek ven die krom-
me.

5. De différentiaalvergelijking voor de potentiaal.

Wij hadden gezien, dat voor een incompressibele vlceisgtef in statica-
naire stroming de continuiteitsvergelijking werd '

div v =6 = 0

als ¢cde bronsterkte voorstelde, d.w.z. de hoeveclheid vioelstof, die
Per sec. door de begrenzing van een volumeelementje A v nasr buiten
stroomde gedeeld door het volume van dat elementje.

Het analogon voor krachtvelden van ¢ is dus - 47pP .Indien nu het veld
‘rotatievrij is, bestaat een potentiaally , zecdanig, dat v = grad¥’
zodat Y?ln een veld met bronnen moet voldoen aan

AP= div grcﬁdﬁp &X(

Deze vergelijking staat bekend als de vergelijking van Poisson, Is het

%ﬁw ~47 e,

veld bovendien divergentievrij, dan geldt
A(JD=O:

de vergelijking van Laplace.

Indien het veld divergentievrij is, maar niet rotatievri], hadden wi] ge-

zien,datvﬁjh&tkondén schrijven als de rotatie van sen vectorpotentiaal

- — —>

g, V = rot a S
. . - , -

Indien de rotatie van de vector v gegeven is, rot v =J , wordt dus

-
de vergelijking voor a

- =
rot rot a= Y .
L < . . -
Nu is 2 niet ondubbelzinnig bepaald, wij konden ilmuers =21tijd de grea-
dient van eecn potentiasl y% toevoegen. Het is verstondig om dit zo te
doen, dat de vectorpotentiaal & voldoet aan de vergelijking div a= .
Qo.-} . -
Dan moet, als wij] &y als boven gevonden hebdben, f% z¢ bepazld Jorden.
dat

L=
div g +£%f% =0

d.w.z. uit de vergelijking van Poisson.

Y
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Wij denken nu, dat dit gelukt is en nemen dus steeds aan, dat div a~ O,
In dit geval wordt ‘

rot rot a:;Aé’a = -—?
zozols gemekkelljk door uit te schrijven blijkt.

8l 5 (reak e ) 5 8 2

—

_day D%, 2o o
= vy
9)(2 '5;:.’3 * 2K QZ ra % ] b/

- . ~— .
- A&*,( + % &(4"'”({- = a:( fd AQ;{ = 3){

Elk van de componenten van de vectorpotentical voldoet dus aan de ver-
"gelijking van Poisson en bij afwezigheid van rotatiz =sn dc vergelij-
king van Laplace.

De potentisaltheorie hangt dus nauw semen met de studie von de ver-—
gelijkingen van Laplace en Poisson. Wij hebben gezien, dat icdere po-
tentiral ven een eindige massaverdeling aan deze vergelijkingen voldcet;b
wij zullen later ook zien, dat iedere oplossing van de vergelijking
ven Leplace a2lg de potentiaal van een zekere massabelegging kan woerlian
opgevat.

"Wij noemen functies, die aan de vergelijking van Laplace voldoen, hsay-
monische functies,

6. De stellingen van Grecn.

Uit het divergentietheorema kunnen wij een asantal sfellingen afleiden;
die voor het vervolg ven groot belang zijn.

Beschouw twee functies w(x,y,z) en Y {x,y,z), die in een gsbledj/ be-
grensd door een oppervlak S continu zijn. Pas nu hst divergentietheorems
toe op de vector fi u grad v, wet de formule voor de normale afgeleide

ven v oV
(jl/__, ;:'_)/q’) + 9)’ ny 7«_,./ 7’)3 J?/LA.@( W~
2n 2y 2z

Als n,,n, en n3 de richtingscosinussen van de novmaul voorstellen vine
den wij dag

&gdiﬁhéluf’u’(dﬂv-: 5( (,Lj/um ol (o f(“ oE }((,)V

of wel
J!i(j'ﬁ,/‘(,.(o(l}k ?’bﬂf/{r + A A V‘.}'O" Vo ('f 7 c—(()
Ook\rgej Shv

[ gposvcgen s » 76V g

/

o
37) A

(/}"’\

zodat wij vinden ) .
[{{{wsw- vautolv = gf(&’%{ V5, )
v
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Daer in de integralen op het oppervlak alleen de ecrste afgeleiden op-
treden, kunnen wij de hypothesen‘over u en v wat verlichten. ™et is
voldoende, dat in het binnengebied vaﬁkfae tweede afgeleiden van u en
v continu zijn, terwijl de ecrste afgeleiden continu tot zekere grens-
vaarden naderen., Om dit duidelijk te maken, construeren wij een opper-
vliak, dat binnenwrligt op kleine afgtand van het opperviak S en passenvi
op dit gebied de stelling toe. Leten wij dan het binnenste oppervliak
tot 8 naderen, dan volgt de geldigheid direct. '

Door specialisering vinden wij nieuwe relaties

S (sl < (f 2% 00

Vv ’ 5 |

Zijn u en v beide oplossingen van de vergelijking ven Poligson, den is
Av= 47 e , Av= 4P en wij vinden

{ G e nA g,,_~¥ e
)’(("Lgrx) g oh/“/z’?: 4
S . .
Ook de bovengencemde cigenschap, dat we ledere harumcnische functie als
potentiaal van zeker= massabeleggingen kunnen opvatien, kunnen we nu
bewijzen.

! .. . P .
Neem daszrvoor v=§F , waarbij P(x,y,z) vast iz en £ 77> ivegratie-

Ao

variabelen zijnen

Ve +(7-y1"+ (§- 2
'Indien nu P buiteﬁxfiigt, is steeds Av= 0 en wij vinden

([ +ouav= ({4 % w30 jus
i s

n o7
Indien u regulier harmonisch inVis, wordt dit
: 5

(11538 -l f oz - |
Als P echter in'Vlllgt, gaan wij anders te werk. Daar?é in P singulier
is, sluiten wij dit punt uit door
een klein bolletje met straal V en
passen de stelling toe op het ge-
bied Vi, dat uit YV ontstaat door
het bolletje uit te sluiten. Dit
geeft voor scn functie u, die vol-
doet zan de vergelijking ven Poisson

LAu= -4 T L

[ (#-ou)av
{

” Y‘?n Hidw"' gﬁ
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Voer nu weer belcodrdinaten in in het bolletje
Eex=1 o z(fyc/cfvf
Y -y=F ﬁ’ﬂi«<?
§ -z= 1 Fn ¥
én op het bolletje

d0= S'ZQ&HJ f/’(.jﬁ%"ﬁ
en in het bolletje

dv= r‘zg,;,,,‘(ylg((fo(&df" -
Dan geldt, als Au= -471 ¢ c ontlnu is

L7

“JHLNU = - { fzmgqu&d¢xV«Qc

0 o .
als >0 gaat, zodat de volume-lnte :rasl over ¥ convergeert.

Verder is ook |
Su

<=2
(15 50 0% Jageld > o
Y -2

daar“%ﬁ continu is.
Tenslotte geldt ocp de bol

7)
2(*4 = ) 14 I"L:}p 5

en volgens de mlgdelwaazdestelllng voor continue u
\(75

qu—*/ﬁ= { f“%ﬁﬁﬂraf - G b,
) O -4m

'C.‘.\

L

waarbij U de wasrde van u ergens op de bol voorstelt. Indien wij §-70
laten gaen, nadert U tot Up en wij vinden als resultast

(/7/’&{9 = ff{ 24 9/4}% oS+ oy [(( = AV

en in het bquonder voor(f 0, dus u een harmonlqche functie

Z/fﬁ'(p': U‘g *\ - ;}/%}}

In het algemene geval stelt de eerste term een enkelvoudige oppervlak-
tebelegging voor, de tweede een dipoolbelegging en ac derde een ruunu
belegging. ‘
Inderdzad is dus inwrledere harmonische functie voorgesteld als de pu
tentlaal van een zekere massabelegging op de rand van V' .
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Door specialisering kunnen wij uit de laatste formmle nog een helang-
- rijke stelling afleiden door hear toe te passen op een hol B met mid-
delpunt P, indien v een harmonische functie in een yehied is, dat B
bevat., D=n is

bru, = b
2

! 1
: ol % .ﬁ: -
daar op de tol r=R en q»J}= ; a_h} = ~—é§
4 -
kg [ 9)"‘ rzR R
Verder is voor een harmonische functie voor een gesloten gebisd

% o s : :
jj.“- 3 =0, zoals wij direct uit het voorgaande kunnen vinden, ¢~

an
dat wij tenslothe krijgen
/ - ,
U, = =72 5 wotd
P Y% R° )]

3

de waarde van de harmonische functie in het middelpunt is het gemiddel..
de van de wearden op het bolopperviak.

Hieruit volgt ook direct, dat een harmonische functie, die geen constan~
te is, in een benaald gebied haar maximum of minimum alleen op de rand
van dat gebied kan aannemen.

Hoofdstuk III.
De eigenschavpen van de potentiaal in punten van de massa,

1. Het gedrag van een potentiaal in de vrije ruimte.

Wij hebben reeds gezien, dat in punten in de ruimte de tweede af-
geleiden van de potentiaal, behorende bij een eindige massaverdeling
bestaan. 71j laten ook nog zien, dat ook alle hogere afgeleiden be~
staan. Voor de potentiaal van een massapunt is deze eigenschap evident,

O

immers, de afgeleiden van de eerste orde zijn lineaire polynomen, go--
deeld door r> en afgeleiden van de orde n zijn polynomen van de grazd
n gedeeld door r2n+1, zoals blijkt door volledige inductie. Immers
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Deze functies zijn continu voeor alle punten waar r # 0 is, Door inte-
gratie over een eindige massaverdeling verandert deze eigenschap niet,
zodat inderdaad alle afgeleiden continu blijven.

2. Het gedrag van een potentiaal in vunten van de massa van een ruimbe-
belegging. '
T7ij hebben in het vorige hoofdstuk gezien, dat iedere oplossing
voor de vergelijking van Poisson kon worden voorgesteld als de som van
de potentiaal van een opperviakte-belegging, ven een dubbellaag en ven
een volumebelegging: 7ij gaan nu het analytische gedrag van deze

functies ter plaatse van deze beleggingen zoeken.
De notentiaal van een ruimtebelegging is gegeven door

hp = (1§ E4

hye
uitgestrekt over het gebied V, 7ij hebben reeds gezien, dat deze onei-
genlijke integraal hestaat, zoals ook direct duidelijk wordt indien wij

poolcoordinaten invoeren met P als middelount
(o P sinodrecay

Ook voor de afgeleider verdwijnt de singulariteit op deze wijze bijv.:

S MR ot ([ %o g toty

daar tzLngl-i 1 is.

Om continuiteitseigenschapoen van de Uotentlaal te bestuderen, heb-
ben wij enkele stellingen nodig, die ons in staat stellen om schattin-
gen te maken voor de votentiaal van een eindige massaverdeling., Tij
zoeken een bovengrens voor de integraal j}f Gt”r, uitgestrekt over een:

zeker volume V, onafhankelijk van de plaats van het vunt P en alleen
afhankelijk van het volume. Zoek een bol B met P als middelpunt met
dezelfde inhoud als V, zodat zijn straal is 1 = ( L
Dan is voor elk punt P o7

{“r{dvé 277 Z{/z/

v .
want, duiden wij met B' het gemeenschapnelijke deel f/’ -
van B en V aan, dan is 5

il 57 = = (ff' oLV ¢ \

oy
éé'i";{ der ggoﬂf %B
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daar in V-B' gelédt r » 1 en B=V,

veider is

fff—’-—o“f m’”’ S 2 P [f e wg 5 oA =

81 B 8

e

-daar in B-B' geldt r ¢ 1.
Door combinatie van deze ongelijkheden vz_nden w3.3, dat

{/{S‘pl’__[-;!\ gggg ?_C.,.V: gf‘dPJu(;ﬁ’Jos""‘@d@:
: 5

= fi.‘zﬁwz 27

| g
= g,ﬁ .-——&é-V + ..Bﬂ—-/

[/\3»f 4§

Op dezelfde manier bewijzen wij, dat
A v _ 3V %
“5 -1 S 47 [r/‘/;/
Om nu te bewijzen, dat de potentiaal van een volumebelegging continu
is in de punten van dic belegging, beschouwen Wij
{ - d¥V
U, = ez
r
P V

waarbij P binnen of op V ligt.

Om de continuiteit =22n +e tonen, moeten w13 laten zien, datlUP-UP i(«__.
gemaakt kan worden voor iedere £ 0 door PP! voldoendklein te nemen.
Laat P binnen V liggen en construeer cen bol B om P met straal 3,
<die binnen V ligt, zodat ’

| $58 e-pov | &

Pit kan, want als ]e] § Prap 18

Eavi< e, Loty = 05 52
'%Srdyl e “&gé{)ﬂdv \Bwqu’g

zodat wij § altijd zo kunnen bepalen, dat aan de eis is voldaan.
Beschouw nu

Up =S(f Eav + f{[ Eav = yl-u®

V—-B
dan is' U:EL, ;{ EA s maar ook volgens de halpstelllanU(‘ t< 5/3 , zodat

steeds ‘ ui) _ u(!}l < ;2

U(Z) is P een ul'bwendlg punt, zodat de integraal daar zeker conti-
nu van P afhangt en wij dus altijd kunnen krijgen, da‘t

& _®
[ W% - f<§_

Voor
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voor voldoend kleinefﬁﬁ', zodat wij onze stelling hebben bewezen. Als '
P op het oppervlak ligt, gaat het bewijs ook door, alleen moeten wij
~dan B door het deel dat in V ligt vervangen. De continuiteit van de

- afgeleiden, zoals

X = §ffe——@f«"/” ”ff AP AV

wordt op analoge wijze bewezen Adoor gebruik te maken van de tweede
hulpstelling., ¥ij moeten echter nog laten zien, dat de differentiatie
onder de integraal geoorloofd is. Om dit te bewijéen en tevens aan te
tonen dat XI—-*U? sluiten wij het punt P uit door een klein cylinder-
‘aX

tje V1, straal é? met as evenwijdig aan de X-as
en hoogte h en P in het middelpunt, Noem dan
de integralen over het cylindertje U(1) azXﬂ1)
en over de rest V~V1~V2 U(Z) en X 2)
Daar P een uitwen%&g punt is van VZ’ geldt

@ o U

——A———

= 9 X

voor P en alle punten op de as.
Beschouw zo'n punt Pr{x',5,2), dan is

U(2)(X’Y:?—?) - U(Z)(x‘,y;z) = EcX(Z)(trY1Z)dt

| )
At "nman“ ~olgt nit onze hulnformuTestat voor 0= O mowel U(1)a> 0
als X' '/ 0, uniform voor alle punten in de nabijheid van P.
Daar dus X(23—9 X uniform, mogen wij de_integratie en de limiet ver-
wisselen, zodzt Ulx,y,z) - U(x',y,2) =j” X(t,y,2)dt

< 1
waaruit volgt

2U
aX”X
3. _Gedrag van een opvervliaktebelegging.
De potentiaal van ecn {bij gedeelten continue) oppervliaktebeleg-
ging van een oppervliak S met continu veranderlijke normaal is ook con~
tinu in de punten P van S,

Up= gsf? das

Om dit te bewijzen, is nog een hulpstelling nodig. Xies een codrdina-
tensysteem zodanig, dat de normasal in een punt Q van S parallei metv

de z-as is, zodat daar cos(n,z)=1, dan kunnen wij, omdat n continu met
het oppervlak verandert een gebied om Q afzonderen, zodat daar cos(n,z) >
J © voor een gegeven getal ¢ met O < ¢ < 1. Als S binnen dat gebied
ligt, is
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waarbij 2 de projectie van S op het Xy-vlak is. Als r' de projectie
'is van r op het (x,y)~vlak en dwde projectie van dS, dan is
d W ¢ dw . z

as = SosxEy N o en ook is r' £ «r ' /{

20085 e (o
LS *ﬁ#

!

Q

Om %ssk deze integraal te schattcen, 4[; ] 2?? ,»P
| e B
/

maken wij gebruik van het twee-dimen- ; ' }; 'ET?”C{ X
_sionale analogon van de vroeger be- // S
wezen hulpstelling /, //
AW ¢ |
Sg r N 2’”{_”) y/
s

dat op precies dezelfde wijze wordt
bewezen., Hieruit volgt direct het gewenste resultaat.

. 4. Gedrag van een dubbe _‘_g
In tegenstelling tov en enkele oppervliaktebelegging is de Dpo-
tentiaal van een awo“gmlvao discontinu op het opperviak,
(%) .
Up = 5 LR syzxziijds
fl(r rz
waarbij r loopu van net punt Q van het oppervlak tot het punt P. Noem

de hoek {(r,n) Y, dan is

o
u = Sy g5
P ;SI r\l
Wij hebben vroecger recds gezien, dat, 1nd1en S een gesloten opperviak

is met constante dipoolmoment @ = 1. dat voor P binnen S:
S&m

als de normaal naar buiten is gericht en voor P buiten S: U=0, Voor P

op n hadden wij gevondenUP = =2, Indien nu in een punt A van het op-
perviak G = ¢, dan schrijven wij:

%Y S ] "%"‘”%«s*

l"l

\.Qk/«

of wel S
u-@ﬁtéwgygﬁdg:ﬂ

en tonen aan, dat fP continu is als P langs de normaal door A het op-
pervlak passeert,

Breng een bol B aan om A met straal d , die uit 8 het stuk S1
-8nijdt en noen
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Als bﬁ | <N op Sq: is

1< [t < m kel

en deze 1ntegraal is begrensd, daar z1j weer samenhangt met de ruimte-
hoek, waaronder het oppervlak uit P gezien wordt. (Hier moeten echter
steeds de absolute waardenvan de afzonderlijke rulmtehoeken worden ovpge-
teld). INu gaat echter M - 0 als wij S1 steeds klelner maken, zodat wij,
onafhankelijk van de positie van P & [ Xleiner kunnen maken dan een
- willekeurig klein getal. Verder is f2 een continue functie van P in de
} omgeving van A daar S«-S1 A niet bevat, zodat inderdaad f-f1+f2 continu
ig in A als functie van P. Indien S gesloten is, kunnen wij de waarden
van‘fzdlrect aangeven. Duiden wij met een -teken aan, dat de functies
A van het inwendige uit benaderen en met een +teken, dat zij van het
uitwendige komen en zetten wij voor de waarden op het opnervliak de in-
dex A  dan is ﬁ_ =~ jL».:d .‘Q.ﬁz —lﬁ, f._: fﬁ:{’*

3

zodat ’ :
N U + 47 02;(,[*::(/(‘)+2,ch7'6
us

U_ = U - g . o
- : !”:
u+ —_—-_(/(p .}.LNGﬁ ,g A

7ij zien dus, dat in het punt A van het oppervlak de potentiaal een
i sprong 4wa‘maakt als wij van de ene of van de andere kant komen.

Ds Gedrag van de normale afgeleide van een opneérvlaktebelegging.

Beschouw nu weer een oppervliaktebelegging met continue belegging

van enkele polen U{P {[52’;(5’

en kies op de normaal n, 1n het punt A een positieve richting en laat
het punt P langs de normaal bewegen, Zolang P niet op S ligt, kunnen
wij differentiéren onder het integraalteken

_a____(jff’ _ B(l")
2my fg( d’g,

Wij onderzoeken nu de limiet van deze uitdrukking als P van de posi-

tieve of van de negatieve kant tot A nadert. Nu is
°r _9r 29X

§Eﬁ 5 éﬁ§A+ «e. = cos(r,x) COS(nA,X) ¥ oree = COS(nA’r)’

waarbij r = (XP~XQ evevs)y (Q is het integratiepunt)

- zodat

5 U
a_...r.l.ii = - Sg% cos(n,,r)as,
‘ : r '

o
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Wij schrijven nu

3“?....H , cro g, r')o/,S'f “'5' m((»‘*r);:m(h“’dﬂfﬁ: U, +U,

27y

en merken op, dat U1 niets anders is dan de potentiaal van een dubbel-
belegging, waarvoor wij zojuist gevonden hebben, dat

Ujp = E-27may | u,_ = E+275
waarbij

E - “-ggd~_cmw aZ‘MQ

voorstelt de waarde van de potentiaal van de dubbellaag in het punt A.
Wij laten nu zien, dat Uz continu is als P door S heengaat langs de
normaal in A en snijden weer een deel S, van S uit door een bolletije B
met straal § om A, Dan is

= for clnat) ~cotmat) yq 4 (5 tolar)otolnnn ry < -,
B r $-B k2 |

Noem het waximum van |G op S N, dan is
'j'j REIYBYI e (g, l‘w)f :/wf”nn rm)f o
B > -
1 oo ~ em g3 A ,zf5i~»q¢j§17/5£~rQEtﬁ}
cwif sl <w ) e P2

£aN fo gide el

Pl

oS .

Als we in Q een 1lijn trekken evenwijdig met ) dan ontstaat een drie-
vlakshoek met ribben ny, n, en Typ, zodat (nA,nQ)_> (nQ’rQP) - (nA,rQP)

1)< ay §f Eoilde) o ¢ w g 00,7 g
3 P B r |
daar (nQ,n ) een kleine hoek is.
Om voor deze integraal een schatting te vinden, nemen wij A als oor-
sprong van een colrdinatenstelsel met n, als z-as, dan kunnen wij de
vergelijking van het oppervliak schrijven als 5‘: f(%,?). Indien de
kromming continu is, heeft g continue afgeleiden van de eerste en
tweede orde en is

-~
cosly .=
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~ - 35 .25 _ 0 is, 1 |
Daar in A 5% =33 = 0 is, is een a, zo te bepalen, dat

3 . D‘;
5...5 ) \<a2( |5 +}7}L )< 2a,r ‘en/a—-*? /(23,21'
en dus is

ots
RARS g Sa,fzr""ﬁ ¢ a, SS"F“ :

Deze integraal kunnen wij, onafhankelijk van de ligging van P zo klein
maken als wij willen door § voldoende klein te kiezen, Verder is F2
continu, zodat wij de verandering in Fz ook willekeurig klein kunnen
maken. Hieruit volgt, dat U, continu is.

Wij vinden dus het resultaat

oUp, _ a0 - “@WQ,%% (it ppetontny 1),
3 7, < o s e |
, [
= ~ama, - ([ 2% ¢
£ Feos |

en -evenzo

Up. . 2oy ~ {fa «ww&""’{""ff "")a&,s’, |
27g A ok

De normale afgeleide van de potentiaal van een dubbellaag behoeft in
het geheel niet te bestaan. Indien echter een limiet van de afgeleide
aan de positieve kant bestaat, kunnen wij op een dergelijke manier
als hier bewijzen, dat ook de afgeleide aan de negatieve kant bestaat
en dat deze twee afgeleiden gelijk zijn.

Indien 6 op S niet alleen continu is, maar bovendien continue
eerste en tweede afgeleiden heeft, is dit het geval,
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1. De logarithmische potentiaal.

Het analogon van de tot nu toe tehandelde stellingen in het platte
vliaek is gebaseerd op de formule van de kracht, die een uniforme beleg=-
ging van een lijn op een eenheidsmassa uitoefent.

Deze kracht is alleen afhankelijk van de afstand V4
van de eenheidsmasca tot de lijn. Stel deze af- %f’ <
stand r, dan is zij geguven d% ya

e e E

als C de maﬂsa per lengteneenheld vocrstelt.
Wij kunnen dus in het platte vlak de theorie opbouwen, gebaseerd op een
krachtformule

mm'
K= 22 (1)

en een Db ijbehorende potentiasl
U= m.log r. (2)

en met veor de hand liggende wijzigingen kan d: gehele voorgaande theo-
rie overgenomen worden, waarbij wij er wel asndacht asn moeten besteden,
dat in het oneindige deze potentiasl niet nul wordt.

De logarithmische potentiral im in het algemeen gemakkeli ker te
behandelen dan de potentiazl van Newton, iloor hezr nauwe verband met
met de theorie der complexe functies.

Beschouw daartoe in een gebied T, begrensd dcor een gesloten krom-
me 8 een regulisre potentiessifunctie u, Dan is

@% ds=0. (3

3
en voor elke gesloten kromme C in T

zonder dubbelpunten, die uit een ein-
dig aantal bogen bestaat met continu P&\:::::::j T~:/)
veranderli ke rasklijn, geldt dan ook
Cg) 24 de=0. MMMM (4)
on

Zijn ma PO en P1 twee punten van T, verbonden door twee bogen G1 en 02,
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dan is 5—3—%0(/5: %dﬁﬂjfﬁﬂmD ,
, C, (5)
d.w.z. de functie i}g%lﬂ' van de cotrdinaten X4 en y, van P is on-
afhankelijk van de’ 1ntegrat1eweg, mits dege in T llgt
Wij schrijven
vix,y)= ~ J = a8 (6)

en merken op, dat langs de 1ntegrat1eweg
QU _ U gx | du oy

M 3K am T3y 3” = P, oK
T—SM‘X‘*" y‘,o‘gz)(
Waarblg % de hoek is, die de raaklijn met de positieve x-as maakt.
Hieruit volgt ' P
@ -2« 2Y 2 :
iy = 1,3[3 A8 oo~ 25 18 connt] %(Tﬁdxwayoﬁy) (7)
waaruit het duidelijk wordt dat ° v
~ ou
QVV 9/-( (8)

Qy T oX yooox ay
Hieruit volgt, dat v voldoet =an de vergelijking van Laplace

sz-ray;' o - (9)

Verder heeft v contimue eerste afgeleiden en omdat u continue afgelei-
den had van willekeurig hoge orde heeft v ze ook, v is dus evenals u in
T een regullere potentiasalfunctie, de geconjugerde functie van u. De ge-
conaugeerde potentiaal van v is -, en verder is

B v . 2u |
5——)—(—.—5—; :’ay o?X - (10}

waaruit volgt, dat de lijnen u=const. en v=const, loodrecht op elkaar
8taan, Wij kunnen dus de lijnen u=const. opvatten als de krachtlijnen
(stroomlijnen) van de egquipotentiaallijnen v=const. en omgekeerd.
In de hydrodynamica heet v de stroomfunctie; haar physische betekenis
is direct duidelijk: de hoeveelheid viceistof, die per sec. stroomt tus-
sen de stroomlijnen v=v{ en v=v, is gegeven door VoV, .

De differentisalvergelijkingen (8) zijn in de functietheorie bekend
als de vergelijkingen van Ceuchy-Riemann, die gelden tussen het retle
en imeginaire deel van een analytische functie f(z ) van de complexe
varisbele z=x+iy.

Een functie f(z)=u+iv is cen analytische functie van de complexe va-
riabele z=x+iy, als zij in ieder punt een continue afgeleide bezit

lim 2£(2) = f'(z),

A2z
HZ 20
die onafhankelijk.is van de weg waarlangs we 4 z naar nul laten gaan.

Stel
Az= ax+1Ay~ ax(1+ti)= A\y(1+}%),

Waarbi; t constant is, terwijl Axv"o en 4y->0.
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is

£ (z)=lim uxt 2%, y+ ay)=u(X,y)+iv(xro X, y+oy)-iv(x,y) _
Az=a 4Ax + 1oy )
= lim fu(x-i-‘dx,y.}-‘a yi-u(x,y+2y) u(x..V+ ay)=-ul(x,y) .
dz=0 A2x(1+1t) Ay (i+ #)
o Y AX Froy)-v(x gray), ; v(x,y+8y)-v(x,y)_ i - - %ﬁ l%*
Ax(1+it) ' Ay (i+ ) | DK [/ +E
- 1 -4 DY Ty i
5% SR I+ 3 LM%} ";‘5’"’ ij“ i+{ sy [ i+#
Dit kan dan en alleen dan onafhankeliak 213n van t, indien
W oy V)L Qu _
...—( ax)/{+£t/.¢ + /(c**ffjt = O
of :
v
s oW y 2V | 40 2¥
¢ ('“’ + (3% ay' ¢t 3y

wzaruit de vergelijkingen van Cauchy-Riemann volgen en tevens de omge-—
keerde bewering.

In dit geval zien we ook,dat
ou CoF _ 2V %
£'(2)= 53 7 ¢ 2X Dy 5y

2. Conforme transformatie.

Indien w=u+iv=f(x+iy) een analytische funectie is van z=x+iy, die
regulier is in de omgeving van een punt z, en dus een ondubbelzinnig
bepazlde afgeleide heeft in deze ongeving. Indien deze afgeleide niet
mal is, wordt een conforme afbeelding verkregen van het vliak met codr-
dinaten x en y op het vlak met codrdinaten u en vy d.Ww.z., dat de hoek
tussen twee lijnelemmnten dz,’ en dz2 in het z=-vlak wergaat in dezelf-
de hoek tussen de beelden van deze lijnelementen in het w-vlak.

Immers,
bz, Aw =f! (z ) Azyt T,
Ly WaaI‘leL 1 end’z grootheden zz_gn, zodanig,

dat
07 &
-:'Z. - 0 en -g-»o bij de limiet.
. £ 1 4 Z )
is /A‘”f De hoek tussen de beeldelementen Aw
o

1
AW is gegeven door
Aw _ ibo)az + T
Mj aw, = {{L)Azzwkcr
73 6—-'
[ 3
f )+ Tofy 5, 82 $(2o) + 52/nz, § 47

en

Bij de limietovergang gset de¢ eerste term nasr O en de stelling is be-
wezen, Wij kunnen zeggen, dat elk van de lijnelementen bij de conforme
transformatie gedraaid wordt over dezelfde hoek, die gegeven Wordt door
arg £'(z)= Re log f'(z).
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Ock het reele deel log £'(z) hecft cen sanachouveliike betekenis, immers
|55 1= =9+ e

182 o | tlza) + 7

dus in de limiet zijn beide verhoudinger gelijk.
Wij kunnen dus zeggen, dat de drie hoekjes, die door de infinitesimale
elementjes gevormd worden in beide vlmkken gelijkvormi, zijn en dat de ;
gelijkvormigheidsfactor wordt gegeven door lf‘(zQ}E wasrvan de logarithme |
is Re log f£'(z).

Het is nu gemekkelijk im te zien, dnt de complexe functie van W
1§0Munvariant ie bij de conforme trensformatie, immers P@‘ﬂm ﬁf ﬁti
heeft in de toegeveoegde punten dezelfle waarde.

Stel mu &fw) = \f’(l&y} +(y/up/, dan hebben ook ’f’en i{ in toegevoegde
punten in het w- en z-vlak dezelfde wrarde, d.,v.z. de lijnen §¢m¢0m&ﬁ.
en Y =constant in beide vlakken corresponderen met elkear,

De correspondentie tussen de efgeleiden van deze functie wordt gegeven
SN CIRS T
oL




ATHEMAT ISCH CENTRUM | ) | . blz. 40
2de Boerhsavestr. 49 |
AMSTERDAM O.

Afd. Toegepaste Wiskunde.

Cursus:

Methoden der mathematische physica.

Deel 3. Potentimaltheorie en
conferme afbeelding.
door

E.DPimman.

3. Integratie van een analytische functie, de stelling van Cauchy.

Beschouw nu de integraal van een regulier analytische functie

t(z)=u(x,y)+iv(x,y)
tussen de punten P en P,z »

f(z)dz= f{(udx—#dy}ﬂ(u dy +vdx}f{'
P,

o o4
Nu is volgens het tweedimensionale divergentietheorema voor een geslo-

ten kromme : ,
}(udx-vdy):— j f (&L + %) as

%@dy-wd:;}—— //( 2% _ v)dS .

Hieruit volgt, dat f(z)dz bij vaste P, onafhankelijk van de weg, die
van P near P1 voert alleen afhangt van de cobrdinatea van P1, mits
twee beschouwde wegen een gebled omsluiten, waar u en v regulier zijn.
Op deze wijze is dus bij een regulier analytische functie f{z) een an-
dere regulier analytlsche functie gedefinieerd,

F(ZQ: /f(z)dz.
Indien het regularitezisgebied tweevoidig samenhangend is behnoceft de
stelling niet te gelden. Wij kunnen
dan wel analcog aan vroeger santonen,
dat de integraal langs de binnenste
randkromme C1 gelijk moet zijn aan
de integrasal langs de buitenste rand-
kromme CZ en ook dat de integraal
voor iedere kromme, die het binnen-
gebied een keer omsluit, dezelfde
waarde heeft. In een speciaal geval
kunnen wij deze waarde aangeven.

en
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~ﬁeschouw een enkelvoudig samennangend gebied, waarbinnen f£(z) reguller
~analytisch is, en daarbij

é;zga_dz
Z~20‘

waarbij Z, een punt in G is en de

. integratieweg C wordt uitgestrekt

_over een kromme, die z, omsluit,

Door Z, en een willekeurig kleine om-
geving buiten te sluiten, gaat ¢ over
in een tweeﬁoudig samenhangend gebied
G', waarbinnen |

£(z)

2=z
!analytisch is.
Wij weten al dat de integraal langs C dan gelijk is aan de integraal
langs een kleine cirkel met strasl é?en middelpunt Zgs die de uitgeslo~-
ten omgeving bevat. Op deze cirkel isg

5ot

Z=ZO+
f(z):f(zo+ Sei@ ).

Nu is wegens de continuiteit van f(z) voor voldoende kleine &

[ 2(z g+ 2 Pyp(a)| <¢

bij gegeven £ , dus AT <7
. @ .
55 59 . o £{2# 2 S DetPap. c'/f/z,,uS‘e‘%’? |
?- % oy Sa ¥ 7
en verder !

/f/za *5\*"?/"?“/7((2"/‘{?/' } ////2 “V”’) fﬂ’aﬂfd?’o:?re
zO‘_iat /\Z(fj__ dz = £7ic'/éz,,) + 27y

Z"Zo
waarbij |y} € £. Laten wij S—0 gaan, dan convergeert het rechterlid

tot 27Tif(zo), het residu van de functie gégl . Hierm=de is dan de
o)

stelling van Cauchy bewezen, die het mogelijk mazkt de waarde van een
analytische functie in het inwendige van een gebied, weszr zij regulier
analytisch is, uit te drukken in haar randwaarden,

£(z)= 2 71 J/fﬁ—l at.

4, De_reeksen van Taylor en van Laurant.

Behalve de waarde f£{z) is het ook mogelijk de waarden van de afgelei-
den in het punt z te bepalen, Beschouw daartoe J/ . ’
(i

feblz Jor o [ Ay f L ¢ e et 4 at

X )t zt)

p— f ) e - A /
e (g (r‘-—z)(/»u/

2F
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waarbij de integratieweg de punten z en z+h omsluit. Bij de limietover-
ang h—0 nadert de tweede integrazl tot nul en wij vinden

£ (z)= 11 /f%‘bigtz'

’ <
In het algemeen bewijst men door volledige inductie

{h) ]({f/
. £
f (2) N AT [{/—ﬁi) 2T Al

Wij leiden hieruit direct de formule voor de reeks van Taylor af.
Indien z_ een vast punt is in het inwendige van C, dan is

o}
f(t) 1 £(E) 1 ;
£(z)= 277 1C/t~z E?fi/t-za 4- ZoZp as,
'S Tz,
Indien /%E%Q/f 1is, d.w.z. als z ligt binnen een cirkel met middelpunt
o

Zyo die geheel binnen C ligt, kunnenwij de integrand in een gelijkmatig

convergemte reeks ontwikkelen en vinden na integratie

£(%) Z=%g ZQ ~} L.

_f(z )+ 1 f'(z Y{(z-z )+ 1 f"(zc)(z~zo)2+.;.

voor alle waarden van z binnen de cirkel met Z, als middelpunt. Een ge-
neralisatie van deze reeks krijgen wij door het geval te beschouwen,
dat f(z) regulier is in een gebied, dat door twee concentrische cirkels
K1 en K2 wordt begrensd. In dit ringgebied levert de integraalformule
van Oauchy

£(t £(t
£(z)= 2711 l?tgz) dt'aﬁ .// 2 at

waarbij zo telintegreren 1s, *3at het
ringgebied steeds aan de linkerkant

llgt Op K zetsen wij:

4 1
Tt~z ~ t=2 '1 z~z t-z ;El(ﬁ )

ol
en op K1 oY)
1. 1 1 1.5 = Q)
T~z Z=2 '1_t-zo = o.’/
E"‘ZO N

Dan ontetsat door 1nti§fat1e term voor ferm de reeks

£(z)= Aiu (z=-z o) '217i fifldynﬁ :;2 Cn(Z"ZO)N

Aadi e ] nz — o
Waarbij C een willekeurige enkelvoudige gesloten kromme om z, is in het
ringgebied,

- 5. De randwaardeprohlemen van de potentiaaltheorie voor de cirkel.
(probleem van Dirichlet).

get eerste randwaardeprobleem van de potentiaaltheorie kan beschreven
worden als:
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Bepaal een oplossing van de vergelijking van Laplace A u=0, die in een
gége#en gebied G, begrensd door een rand S met continu varierende rask-
1ijn regulier is en op de rand S gegeven waurden f aanneemt. ’
Het tweede randwaardenproblesm (probleem van Neumann) is:

Bepaal een oplossing van de vergelijking van Laplace A u=0, die in
een gegeven gebied G, begrensd door een rand S met continu varierende
‘raaklijn regulier is, terwijl zij in het gehele gebied, met inbegrip
van de rand continu is, evenals haar normale afgeleide, die op de rand
tot voorgeschreven waarden f moet naderen. Baar voor een regulier har-
monische functie geldt gii ds=0 moet de gegeven functie f voldoen aan
de voorwaardgy/fds:o. P

Indien het gebiéd G met de rand S gevormd worden door het inwendige
en de omtrek van een cirkel C met straat R kunnen wij deze twee proble-

!men direct oplossen,

Volgens de stelling van Cauchy is voor

een inwendig punt ] G
zeret? =x+1y van de cirkel ,- |

/{:z}:..,.a.,/ E - si.»////ee‘/,‘ﬁé_’f, &P
e T, 27 4 7o B4 ¥ \
indien f(z) regulier is binnen en op de cirkel, \\\\\N

Beschouw verder een punt z* buiten de cirkel

* 2  R?
Z = %w = %; el¢, d%p is gég regulier binnen en op de cirkel, dus
o7 .
0=pt- [E4) ave 3 [ emel?y. —xet” o
27 T-z%* T2 L i¢ -
v re~ -Re

%]

Door aftrekken verkrijgen we 7

. 2 .2
7 f(z)=u+iv= 1 f(R i%y. B -r aF,
4 27 " Re-2Rr 008(9;-'@)+r2 '

s LI 0
waaruit door gelijkstellen van reele en imaginaire delen volgt

2 2 .2
u(r,¢ )= -3—/ R, @) . B or a
™ | er a wE ) R%-2Rr cos(¥ - ?)+r? i
v(r,¢ )= 53-,-'/‘:(3, ?). RE-r? ae,
! g R°=2Rr cos(¢ - @)+r°

die het dus mogelijk maakt de waarde van de harmonische functies uw en v
in een punt in het inwendige van de cirkel uit te drukken in hun rand-
waarden. Door r=0 te stellen vinden wij weer de stelling van het arith-
metische gemiddelde terug.

Deze integraal staat bekend als de integraal van Poisson. .

Het is ook mogelijk om de geconjugeerde functie v in het inwendige van

de cirkel uit te drukken in de randwaarden van u, Door optellen verkrij-
gen wij

ra
£(z)= 1——-—/u(R, Y+iv(R,@ )} .(q+12BE sin(¥-¢)
2770 / ¢ )+iv(R,¢ )j( ( +lRZ.-2Rr cos (Y - (/)H_zd(f’.
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Daar WlJ gezien hebgfn, dat

i /vca,qamwv(o),

verkrijgen wij ) 27

v(r,$=v(o)+ g—_/um,m. Lz el qp
74

R°-2Rr cos(¥-¢)+r
Wij kunnen cok gebruik maken wvan de recksuntwikkelingen door te schrij-

ven
uuv’acv(o)»«/ (,Q (P/ @ 4 ‘iz 4'z¢§41¢ 9’/ a9 .

/el%/zl.,. !‘/ﬂ &4/)[._&.6/’
(‘9‘ -t -
e ’&‘/0/~AJ a,(zp(p/ 21,1+ 2, Le $ S ( WT AP
97 z—‘ fiLZ‘w L e_d\hwj—y

27 -

:C‘V’@/ +1-£— /4(/ /@ \5'/ 7?6 7‘2@ dp_[’”{/y‘--{.//"??@/ 244-2/ ez
% Re‘P_s ¢ ¥

'Na ontwikkeling van de breuk in de, woor r<R gell,}kmatlg convergente

reeks
Bz g, 2}( ) =142 Z(R) ir -9

kunnen wij term voor term 1ntegreren en krlgge%qdan ¢
f(z)-—u(r W+iv(r,$) = 1v(0)+°4a + t)—- (P) > elr

nxt
waarbi] o&h,%:./ (/ng/g L"Pdfo 6?,,.*65}4, //h 2,4 2, .
b

——

zodat a, - };;{-— 54(’%@/ tn n@ dP,

O
4, = %/Q(ﬁ;%/ﬁh’h@cf?.
) 6

In dit geval vinden wij vgpr u en v de geconjugeerde Fourier-reeksen

“(’L#/“f (é h/@ b W 4 As ”‘;"”(“/
v (1) Vb 2 Oy ot

Deze beschouwingen hebben eohter alleen betrekking op het geval, dat f(z)
in de gehele cirkel met inbegrip van de rand bekend is en geven relaties
tussen de waarde van de functie in en inwendig punt ea h=2ar randwaarden.
Het is echter ook mogelijk te bewijzen, dat indien g(¥) een wille-
keurlge continue functie is van ¢ met periode 27 , de irtegralen

, =-L._ oLt | .
aln) /f(p/' y sy e T

ﬂ/’/& }4/ 4}(0/:J. /f[fo}?j?ziﬁ.@/f(;?/wulqlp

in het binnengebied van de cirkel een reguliere potentiselfunctie u en

haar geconjugeerde v voorstelt, terwijl u voor de waarden fﬁ) nadext

als het inwendige punt tot de rand nadert. Dit bewijs is pgebaseerd op

de stelling, dat de functle g(@) in een convergente Fourier-reeks ont——
. wikkeld kan worden.

en




blz. 45

De eerste formule levert dus de oplossing van het probleem van Dirichlet
voor de cirkel, de tweede geeft de oplossing van het prohleem van Neumann; 
Immers, als wij op de cirkel %ﬁ =h(¥) omschrijven, waarbij h(p). ae=0,
‘geven wij ook de wazrde van u~R\/'h(V0 a¢ ,=g(®), d.w.z. de’ Waarde van

de geoongugeerde functie u(r,¥) van g(4, #) op de ecirkel,

6. Het begrig,hoofdwaarde van een divergente integraal,

Indien wij met behulp van de tweede integraalformule de waarden van
v op de cirkel willen berekenen, verkrlggen wij voor r=K

w o f) - v6) - / 7(e) ot (¢-0)ap,

d.w.z. een dlvergente 1ntegraal die volgens de gebruikelijke integraal-
definitie niet bestaat.
Wij zullen daarom dit type van singuliere integralen iets nader be-
'sohouwen, en bewijzen, dat, indien g(x) in een afgesloten interval
a £ x£ b een functie is met continue eerste en tweede afgeleideh (niet
noodzakelijk analyti ch), en a<x < B de limiet
Hixy - Jim f/ z(/-a /_,g?,f_a ix /.

Xy # tg A=Y
bestaat. Het bew1gs volgt ult de stelling van Taylor, n.l.

g(x)wg(x )+ (x- -X, )h(x,x ), waarbij h(x, X, ) een continue
functie 1s ven X en Xx,.

Dan is
/J(o = Z‘:‘:’! j’()’oj{/ X%y X %EXIV(;
= oA 2 / L Lo fotn B LAt
XX

o 5 X <X, £5, £ X —Cr -
Dit begrip kunnen wij ook direct overdragen op complexe functies.,

Zij C een boog van een kromme met continue kromtestraal waarbi}]
t= §-+JQ dus een complexe functie met continue tweede afgeleiden is van
de booglengte s, waarvoor dus ‘t (s)f—1 is. Is nu f(t) een functie van
t, die als wij t door t(s) vervangen continue eerste en tweede afgelelden
bezit.(£(t) behoeft dus niet analytisch te z13n)
Dan definieren wij als hcofdwaarde va Cauchy

H.W. fgi/ olt - & //—ﬁL /o5 +/éf.,- ¢ s

en bewijzen dat deze limiet bestaat
Immers

vi) oy

t t ~(s-s Y.t (s ){1+(q -8 )d»(s,sé dus voor voldoende
kleine (s~s ) F—f (S~S )%, 7 i 1+(s—s )u;(s s )&
o)

waarbij o, en oLy continue funoxles zijn van s en so.Verder is

Plt)= P(t,)+(s-5,) e, (s,8,)

b 2e
Py
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zodat de integrand wordt ‘

Plt) 47 ,

W + Xy (5,5,).
en dus na sﬁiitsing in reeel en imaginair deel voldoet aan de eigen, die
voor het bestaan van een reele hoofdwaarde was verelst.

Wij definieren nu de complexe formule f(z) door de formule

Flx) = L J P o |
Lire & F-z :

voor ieder punt z, dat niet op C ligt, voor een punt z:to op C definie-
ren wij de functie door de hoofdwaarde h(to) van de integraal.

Wij duiden verder door f+(t0) en f"(to) de limietwaarden van f(z)
aan, als ze bestaan, die we krijgen door langs de normaal in het punt
t op C van de positieve of negatieve kant tot to te naderen., Dan bewij-

o}
zen we, dat deze inderdaad bestaan en gegeven zijn door

& £7(t,)=h(t ) +L P(t,)
£7(t ) =h(t )=7 P(t,)

Voor het bewijs nemen wij het punt to als oorsprong en de raaklijn aan

C als x-as van assenstelsel, de y-as nemen wij als positieve normaal.
Daer alleen de omgeving van de oor-
sprong kritiek is, nemen wij aan,
dat de raasklijn aan € nergens een
hoek groter dan een vaste waarde

o6 ( =Ty <o < T/ ) met de x- s e,
as m-akt en schrijven nu voor de .

punten op de y-as- 4

»&77&']((2) = Zic'f(c'y/r & /'/oz':: G(& y} + T (g,j,)_

7 5’*~c"y
llWaarbij, Vooréyggdoende kleine &: =€ _4?
6~E/ = "‘—-(é')" é/(.’{s 5 %‘/(E’, / = /;L /.
( ] ‘%Xé"‘é' 7 & £

Voorls| >€isg |t-iy|>ce , waarbij c onafhankelijk is van € .
Hieruit volgt voor willekeurige yq €0 Y5

’H(E’jf} ‘H(E"Yq_“< / {Qﬁ({-}‘ /ff,"b’z{ds < @_/"j»“‘;f;/
a elet £

Verder is op C
Pl = o) + 5 [6),
t= S+ yLﬁLKS/
e 748 f0

waarbij /2,/91,/@3... continu zijn in s.

Du
iE'(éuyj; u/ﬁ?Y@-+\f/a@Q ((/4‘%A%(&6/44y9

/
<2 Sty 5 Ly

=/-@—g O gs v /‘@"’/ sfis® ¢ 556
LSy . (S-cy) [§-Cy +s‘/J5//
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Wij voeren nu de limietovergangen £ — 0 en |y}-»0 op een bepaalde ma-
nier door en stellen n.l. [ y = &3,
In dit geval convergeert n.l. H(E,y), als wij [y{-—83 ¥5=0 zetten nasr
ll i h(o)
In G(¢, 5) heeft de tweede term tot limiet nuL, maar de eerste is

@Qyj /é{/m -....____.._7 qp(o)/ w&t/; E T (5" f? 4. Aﬂ (Feet ‘l%’o) 'l
E=RQ0 g S¥ (E E —0 s 3:45 g_.;.(, -1 FLE"
zodat de stelling is bewezen.

Deze stelling doet sterk denken aan de vroeger bewezen stellingen
voor de normale afgeleide van een enkele belegging.
Inderdaad, voor %?reeel is zij volkomen aequivalent.
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De complexe potentiaal van ecn enkele »nool in het punt Ty is n.l.
psegeven door ln(z~to), dus van ecén belegging van de kromme C met € (%)
is de potontiaal

P (z)= . P (+).1n{z-t)at.

Indien wij het assenstelsél zo kiezen als boven is aang geven, krijgen
wij voor dc normale afgeleide in ccn punt op de y-as

2% | +)
’5}' = qg__(:—.-_ dt= ~ 2T £(z).

. | J | _
Dc sprong in £(z) bij het doorgaan door de kromme is @ (z), dus de sprong
in 5 is Z'W'qa(z), in overcenstemmuing met het vrocger gevonden resul-
taat,

7. Dc fundamentele afbeeldingsstelling van Riemann.

Nadat de problemen van Neumann en Dirichlet voor de cirkel zijn op-
kwlost, kunnen wij ook proberen ze oy te lossen voor cen willekcurig go-
sloten gcbied. v
Dit kan gcschicden door middel van conforrmo transformatie, door het pro-
blcem terug te voceren tot het analoge probleem veor de cirkel. Deze mo-
gelijkheid is gebascord op de afbecldingsstelling van Ricmann,

Wij beschouwen ccen enkelvoudig samenhangend gebied G, dat gcheel in
het inwendige van de cenheidsecirkel in het z—-vlak is gelegen cn dat het
nulpunt bewat en construcren nu een
afbceldingsfunctic £(z), zodanig dat
het gehele gebicd G op de cirkel
wordt afgecbecld en dat

£(0)=0, f£'(0)> 0.

Om tc bewijzon dat een dergelijke functie bestaat, mocten we ccrst nog
enige cigenschappen beschouwen., _
In dc cerste plaats is het mogelijk de conheidscirkel zodanig om zich-
zelf af te beclden, dat een willekecurig inwendig punt P ir de oorsyprong
overgaat en ec¢n willekeurige richting door P in d¢ richting van de »nositio~
VG X-as,
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ij P gogeven door z=a, dan is

008 GTLN

L a z-1

bij geschiktc kecuze van T inderdaad

d: gezochte transformatle.

Immers, als z=c l? - a=re™ ;r¢ 1, dan is
: (; elt"el —rplq' B iGr+0Q,
-l 1P _4

re
dus dc rand wordt op dc rand afgebeeld en het binncngebied ook, Verder

hebben wij voor het bewijs van het bestaan van de afbecldingsfunctie van
het gebicd G op de cirkel nog een sneciale afbeclding nodig, die als
volgt wordt verkregen:

Beschouw ccn punt P(zsz eim) f&<1). Ga dan oerst‘cen transformatie‘
Iﬁitvoeren, dic de cirkel in zich
overvoert en die P in de oorsprong
transformecert. En beschouw dan

G-\ z=e
€ T -y
Denken wij de cenhcldsoirkel in het
g vlak opengcsneden volgens de reéle

as, dan correspondecert met leder der
twece helften de gehelc c.nheidscirkel
in het z-vlak en de rellec as wordt afgebecld op cen lijn door P naar de

rand. Wij brengen nu om cen een~ccnduidige corrcespondcentie aan te geven
nog ccn tweede eenheidscirkel in het z-vlak aap, die wij, cevcenals dc ¢cr-
ste opensnijden volgens het beeld van de refle as en ovn de cerste gelegd
cnken. Indien wij nu de ene kant van de doorsnijding van dc bovenste
cirkel bevestigen aan de andere kant op de ondersts cirkel cem omgekecrd,
hebben wij cen figuur gekregen, dic wel &én-Sénduidig op de cirkel in
het  vlak wordt afgebeceld. Zo 'n figuur heet het opperviak van Ricmann
behorende bij de afbeeldingsfunctic. Lopen wij in het  viak cen kcer om
de oorsprong heen, dan wordt deze omloop in het z-vlak afgsbeeld op cen
kromme, diec twce kecr om P heenloopt, &én keur op hot bovenste blad en
één keer op het onderste blad. Tenslotte voeren wij no. in het  vlak

cen transformatic uit, Z /{,(ac
— ‘ﬂ S-pT - (2
R ——;

waardoor bercikt wordt, dat het nulpunt in het z-viak overgaat in het
nulpunt in het T -vlak en waardoor tcevens €'{Q) > O wordt door geschikte
keuze van /3.

De omkeringsfunctic nocmen wij z—;kif) zij is in de counheidscirkel con-
duidig en rbguller. Blijkbaar is ook ?ﬁjvoorftf £ 1 regulier on heoft de

randwaardenix_@ 1 voor Q'Cl =1, v
2%?# < 1 zijn; dus stcedp is

Dan moet cehter in hcet gehele binnengcebied

< Tk
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Wij kunnen nog icts meer zcggen als wij kijken naar de punten izKpb .
" Dan is er zeker ecn g>» 1, zZodanig dat voor al deze punten goldt '
lT' > q_(/\b) \ l
Na decze voorbereidingen kunncn wij nu de afbeuldlngsstelllnd van Ricmann
'beW1gzen. Daartoe beschouwen wij de verzamcling M van alle afbecldingen
@(z), die voldoen aan P(0)=0, P'(0)>0 en dic het gebied G afbeulden
op ccn declgebied H van de cirkel., Z2ij xn1/3 de straal van de grootste
- cirkel om het nulpunt, die in H bevat is, dan bestaat con rcecks functics
| q71(z),992(z)... , die voldoen aan de voorwaarden 9h(0)=0,<p'n(0)>~0 en
en waarvoogviie. a=1 is, dew.z, wij kunncn G afbeclden op ecn gebicd, dat
willckeurig dicht tot de cirkel nadert.
Indien n.l., de bovengrcnsrvan de getallen f kleiner was dan 1, dan kon-
den wij ccn gebied H beschouwen, dat cen cirkel bevat met s»raal
" =l~-¢ >0, Dan is er zeker een punt P met afstand tot de oorsprong,
dat iet tot H behoort. Wij construcrcn nu over H de bovenstaande functie
(z), en weten, dat het gebied H cun cirkel met straal fL~ £ bevat,
Dan zal H afgebecld worden op ecn gebied H™4in het T -vlak, dat het
inwendige van ecn cirkel met straal ( L—ff)q( ) bevat., Daar echter g» 1
is, kunnen wij &altijd zo kiezen, dat (rb—éL)q( ) >p4 wordt, d.w.z.
wij hebben ccn afbeelding gevonden van G op ecn gcbicd H'*} dat ecn cir-~
kel met straal » bevat, waaruit wecr volgt dat niet de bovenste -
grens kan zijn van de cirkels, die in becldgcebieden van G beschreven lron-—
den worden. Hieruit volgt dus, dat/4—~1 moet zijn, zodat het punt P nict
- bestaat,
Het bewijs dat de ﬁunctiesﬂ7n(z) inderdaand naar de afbeeldingsfunctic
convergeren, laten wij achterwege. (Zie Hurwitz-Courant, Funktionenthco-
ric p. 397).
Door de voorgeschreven voorwaardcn f£(0)=0, £'(0)> 0 is dc afbee¢ldings~
functie ondubbeliinnig vastgelegd. Immers indicn cr twee functies
=f(z) l?%;f*(z) warcn, dan kon men z climinercn en krecg door@?a =Qb(g)
een omkeerbaar ecnduidige afbeclding van de cenheidseirkel op zichzelf,
waarblch(O)=O,<P (0) O is. Dan is S een functie, dic in de oorsprong
positief is, nergens binnen de cirkce® nul wordt en op de omtrck de ab-
solute waarde 1 bezit. Dan moect zij echter volg.ns het principe van het

maximum em minimum overal 1 zijn.

8. De functie van Green voor ecn enkclvoudig samenhangend gcbicd.

Wij beschouwen nu cun cnkelvoudig samenhangend gcbicd G, begrensd
door een randkromme S, bestaande uit continue bogen en denken voor dit
gcbicd het probleem van Dirichlet gestold.

Op de rand S zij gegeven cen continue functic £(.s). Gevraagd wordt ecn
in G rcgulicr hsrmonische functie u aan tc geven, die op de rand tot do
gegeven waarden f(s) nadert.
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 'Vo1gcné‘ste1lingen van vroeger‘kunnen wij de waarde van d¢ functie
fu dlrcct uitdruiken in haar randwaarden en de waarden van 4dc normalc af-

. geleide, g1 ff /9 _ 254, /&7,2'/5{/5/

'Hlprblg zijn de Waarden van u op de Outrbk beckend, de waardcn van.
 cchter niet.
Indien cchter v cen harmonische funciic is in het gehele gebied G, dan i

o T

Gelukt hu: nu v zo te bepalcn, dat op de omtrek S overal v+log r= const;;

dan is 3 g/
Z// J‘I’P (,(9.;4 //0»4 /(af&/( 5
‘:mdat / ds=0 is.

De funcule G =v+log r hecet de functie van Green van de eurste soort om
de pool P. Indien zij bekend is, is direct het probleem van Dirichlet

voor het gebied G opgelost
cﬂé%f

op een dergelijke wijze gbbft het problecm van Neumann aanleiding tot -
cen functie van Grecn van de tweede soort door te zocken naar cen functic
w, zodanig, dat op de omtrek S

E:EJ* W o 2 =0
Tow  Ow *’337 Aﬂff
Dan geldtb

pe Ay = — wrﬁf}’”’ qé\d"y

.

Voor con cirkel zijn de functies van Grecn gemakkpllgk aan t¢ goven.
Dc functic van Groen van de eerstc soort behorende bij het punt Plr,$)
wordt verkrcgen als potentiaal behorende bij een bron ter sterkte 1 in

3a

~het punt P en cen eve n grotc put

in hct spicgelpunt P (/ ?7/ ﬁé/ ;',*

In het punt ng ) is de waarde

6’1”/“”“‘/ /47”2% Cf g S

Ly A 7"5’ ~2p4 CofP-F)
. -q+ g% if_fzca/% ¥/ e

Voor p=R wordt dit /

+ Cen -/ :
AR L N )

g7 L 47
xz ity Cafp-f)fR

zodat dc functie van Green i gevonden. >
De funciic van Grecen van de tweede soort wordt verkregen door in P en P
even grotce bronnen aan te brengen. De op deze wijze verkr :gen formules
voor de oplossing van de problemcn van Dirichlet en Ncumern voor de cii-
kel komen overcen mct de vrocger %,vondcn 1ntugraal van Poisson,

M

Bl iy ‘ﬁ‘»"t ’:ré““*‘i“«? S
g o R
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Voor cen willekecurig gebied G hangt de functie van Green van de
cerste soort zcer nauw samen met de functic, ~dic de conforme transfor—
matie van het gebicd op de cenheidscirkel levert. Imners, indicn f(z)=§§'
het gebiced G op de cenheidseirkel afbecldt zodanig, dat f(ao)zo,f‘(zo)iro
dan is als = op S ligt ‘f(z)}=1.

Dan is '

G(zjzo)=log {f(Z)I s
immers wvoor z2=2 heeft f£(z) juist de gewenste logarithmische singulariteit
en voor lz{ op S is :

G(ZTZQ)=O‘
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Hoofdstuk V. Enkele toepassingen van de conforme transformetie op

technische problemen.

1, Stroming om draagvlakprofielen.

De bewegingsvergelijkingen om de stationnaire tweedimensionale
stroming van een incompressibele vloeistof net verwaarlozing van de
viscositeit zijn in rechthoekige coordinaten x en NE

Du Ju 2
W Vv S U
TS s (1)
W Ly L 1 (2)
IX 7y § oy
Samen met de continuiteitsvergelijking
D | v
-+ z 0
S T oy (3)
bepalen zij de stroming.
Is de stroming bovendien wervelvrij, dan is
e, 2v
oy 0 X (4)

Op grond van verge. (4) bestaat een functie‘%’de snelheidspotentiaal,
zodanig, dat

u- 20 \/:g.f (5)
0 q
en op grond van verg. (3) bestaat een stroomfuneﬁie&é s zodanig, dat
Ur —“:(?f-— V= })i -

Uit (5) en (6) volgt, dat® en ‘7‘ gekoppeld zijn door de vergelijkingen
P9 ¥
X 3&
0P - 9
?ﬂ; X

d.Wezs juist door de vergelijkingen van Cauchy-Riemann., Br bestast dus

een functie@ (z) van de complexe variabele Z = x+ Ly, zodat

C:p(z) - CP(")B) 4-(.(%()&,5;),
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ZEn dat de geconjugeerde van de complexe snelheidsvector wordi

[,L-*(:\.Z = 6(2

oz

Bij een conforme transformatie T = ;Gs) van het stromingsveld in het
z vlak op een stromingsveld in eend{ vlak blijft de potentiaal invariant

P 2= ()

zodat de snelheden getransformeerd worden volgens de formule
APz A gu‘ ]/(A}
| d: Az A
De snelheid in een punt wordt dus vermenigvuldigd met de afgeleide van
de afbeeldingsfuncti=.

1

Het verband tussen snelheid en druk in de vloeistof wordt direct

gegeven door de verg. (i) en (2) met behulp van (4) te schrijven als

’{-— /%(ﬂlﬁ“’l}v‘ é—} = 0.
7 () g

waaruit volgt, dat in het gehele incompressibele stromingsveld geldt de
wet van Bernoulli: .

l/ g,l;z‘.f.\/‘/-ﬁ vé. = sl

< { f |

De twee hcbfdproblemen uit de theorie der drasgvlakken lunnen nu als
" volgt geformuleerd worden:

1, Gegeven is een drasgvlakprofiel., Gevraspd wordt de drukverdeling
(of, wat hiermee equivalent is, de snelheidsverdzsling) langs de con—
tour te bepalen, indien het gdrasgvlak onder een gegeven invalshoek in
een parallelstroming wordt geplaatst.

2. Ontwerp een draagvlakprofiel zodanig, dat blg een gegeven invals-
hoek een bepaalde voorgeschreven snelheidsverdeling langs de contour
optreedt,

De stroming om een profiel wordt verkregen door dit stromingsveld
conform af te be clden op de stroming om een cirkelecylinder. In Dbeide
gevallen is het probleem in wezen terugzebrachi op het nrobleem van ade
conforme transformatie van de profielcontour op een cirkel; in het
eerste geval wordt de afbeeldingsfunctie direct bepaald uit de geome—
trische gedaante van het profiel; in het tweede gevel door de voorge-
schreven snelheidsverdeling.

Om verder te gaan is het cechter eerst nodig om de snelheidsverdeling
om een cirkel in parallelstroming te onderzoeken,
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2, De stroming van een cirkelcylinder.

Beéchouw een cirkel in het z vlak met straal R en middelpunt in de
oorsprong en de stroming om deze cirkel, die in het oncindige het ge=
' drag heeft van een parallelstroming met geconjugeerde complexe snel-
heid W~ \/4“”‘

" Indien de snelheid verder in het gehele vlak buiten de cirkel regu-

lier moet zijn, kunnen wij schrlgven

A/: d¢ - v ‘*lﬂ( OC,,
T - >

R

Ao s Z%
dat 4 a a~ >
zodat de potentiaal ?Zr t ?’4{ j; o }F
D - X, Z - e T
‘? - Ve Z A 7 he 2 {A‘r-—//%’ ne
waarbij de integratieconstante nul is gesteld, -
Als de cirkel stroomlijn moet zijn, moet voor z = Re ¢ gelden
\/%"m- ‘;ﬁ - C’"’"-’J‘?‘.
Stellen wij: o (i7n
= égh.e

dan levert d4it

N a{/md/?x co A K AP~ 4, R 75
gt « VRS () o, I T b g, K i)

waat meebrengt, dat

/?1: {Z]f 4, - -V /4i = & A,=0 Frr /N;}c?

zodat de u1te1nde113ke potentiaal wordt
Plet e "y 2
C[: Ve 727‘ L~ — * ¢ ’
z < 27
waarbi}] / een onbepaalde reéle constante ise.
De snelheid wordt dan gegeven door
L.uac
»?//Z
De waarde van de constante / >1s juist de circulatie om de cirkel, im-
mers langs een willekeurige gesloten kromme, die de cirkel omsluit, is

}4 Ve dS = f 5-({ as - Lf -

de toename van de snelheidspotentizal als wij de cirkel één maal omlo-
pen, die, wegens de logarithmische term juist de waarde | blijkt te
hebben. '
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- Op de omtrek van de cirkel is de toegevoegd complexe van de snelheid
gegeven door

v *”/Vﬁ“(nﬂ-xu s

’c .Z/NAJ
Indien wij wensen, dat het stuwpunt wordt gegeven door %* 0, wordt
= p ) »
;%(f: = (€ (1 \/ /d("”i Wq.‘,(/)/gﬂ..,_; o‘,}/: \/(Mlydm/{

e e o i o st N

3« Bigenschappen van de afbeeldingsfunctie.

Bij de hier beschouwde toepassing wordt het "uwitengecbied wvan de cir-
kel in het z vlak steeds afgebe=1ld op het buitengebied van een drasg-
stuk in het Q? vlak, Deze situatie gaat door een inversie in het z vlak
en door een inversie in het vlek t.0.ve ecn cirkel met middelpunt
binnen de profielcontour over in de situatie, waarop de stelling van
Riemann in de boven gegeven vorm hetrekking heeft over.

Verder gaat bij deze inversie het oneindige in elk der vlakken over
in de oorsprong in het geinverteerde vlak, Indien wij er bij de stelling'
van Riemann voor zorgden, dat de oorswrong in het cnc vlak correspon-
deerde met de oorsprong in het andere vlsk, zal nu dus het oneindige in
het ene vlak corresponderen met het oneindige in het andere vlak en wij
kunnen de richting van de pos. x as in het cne vlak laten corresnonderen
met de richting van de pas. x as in het andcre vliak. In dit geval moei
de afbeeldingsfunctie dus een Laurent-ontwikkeling toelaten van de vornm

f;; /{Z): Corz + S0 ¥ Coy o o L L _

¥ = =
en de afgeleide

[/ ~ C JC
/(2); / —-w" E}é““--

&

Aangezien de verhoudlgg tussen de geconjugeerden van de complexe snel-
heden gelijk is aan\f:(z)

v

% . 4 j(fu)

—

is dewe vofﬁedlg bepaald in toegevoegde punten van de cirkel en het pro-
fiel., Stellen wij

’N/X,y};(‘r/k’y). /[M][PI/, féﬂ {//xny}

dan geldst v
/Ji} . £
v
r
en arg V/,-argv,_.:t". ,
In het bijzonder zij op de omtrek van de cirkel T en T~ zeconjugeerde
/‘/"‘

harmonische functies. Na invoering van poolcoordinaten z = Re = op de
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cirkel zijn en dus op de cirkel verbonden door de integraal van
(V] = aoﬁw/-— ﬂé‘/mi/”/"g/dé’
Tt - 4L /**/9/&»/%#4/4?6
en verder geldt de Fourier-ontwikkeling voor r> R

A e ey SR

/7:/ 27‘)
i

, B
Ay ¢—//?ﬁ7z’Q’M&
b JF'A

Deze Fourier-coefficienten CYA zijn echter niet geheel willekeurig
(behalve natuurlijk de restrictie, dat de reeks voor r = R moet conver-

~Poisson

waarbij

geren) .
Immers, wij hadden gevonden, dat j[(z) de ontwik'eling

f’&j, T T

2‘L :
: 2%
moest hebben, d.w.z.
A c, .
A(;s)' :._/zﬂbf(zj: — St R
zodat

6{0 x £) dus

//rﬂyd&:o

27

8 o
¥ .
u/ V%Vawﬂdw‘Q a /aﬂ@/ﬂmﬁ o=
8 3
Vi féyr

en ook T(H/ Cn 6 460 )/ E{ﬂ/ﬁwﬁn’ﬂ <0

Het is nu gemakkelijk om de coordinaten van deprofielcontour uit te
drukken in'de functies U en T , immers uit

f(Z} l(w,/: . Tz} + € T=)
c:fc.

volgh, dat
/ J(z,:,,ur(,j(}/

¥,
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Door te substitueren

7, - e ¢

en door de keuze Z£,= A@Q,;myolgt den direct

Si §4(7 A // LQQVJer%y+tQ/§
A

of wel

v

= *_M/// i/ [%?»65/%/@
/ ﬂ//cﬁn»dréya’&)

0
Verder zien w13, dat voldean moet zijn aan

)< 8 < 08
v/ m /'9 =0.
0
zodat de profielcontour een gesloten contour wordt.

AR Pown

4. Het eerste hoofdprobleem uit de profieltheorie.

Met behulp van de verkregen relaties kunnen nu de twee hoofdproble-
men uit de profieltheorie opgelost worden door middel van een iteratie-
proces.

De snelheid langs de profielcontour kan bepaald worden als de func-
ties U en T bekend zijn als functies van de beeldhoek 7flangs de cirkel,
De hoek tussen de raaklijn zan het profiel en de x as wordt gegeven
door

e
#

ZC
A z V, + & - - , o
m/v/b dng Vo 4B — {_w/uz»/v/‘
Indien de ligging van het profiel t.0.v. de coordlnq@tassen g en’7

gegeven is, is dus (F+T/7/L) : >\/'5/

gegeven a2ls een bekende functie van fl.

De onbekende functies T'(Wﬁ ”TV5, %K?@ en 4?(7\ worﬁel nu door een
iteratieproces bepaald.

Begin met een nulde orde benadering

LS N

en gebruik de formules

r‘/w:. Y5
/»f/ /’“ /9/ wt (6] a6

T Y- */\’/ 7 b T, 0116 L8
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Het kan bewegen worden, dat bij een geschikte keuze van de nulde orde
benadering het proces convergeert. '

Uit de limietwaarden /é;'
GP r /Lﬁf;’h C’; T: ) Tfh
§ 3 on M - 0

volgt dan de snelheidsverd ling door middel van de formule

/ . .
L = {f(rd\/ 0"% (//:"(} v‘*a/)ma(}
e ‘

Hierbij is ervoor gezorgd, dat het @chterste stuwpunt ligt in het punt,

dat meﬁ’#¥ O correspondeecrt. In het‘algémeen zal een draagvlakprofiel
aldaar een scherpe punt hebben. Op de wijzigingen, die dit in de bere-
keningen aanbrengt, wordt hier niet verder ingegsen (vgl. R. Timman:
The direct and inverse problem of aserofoil theory, Revort F 16 of the
Notional Aeronautical Research Institute, Amsterdam).

5. Het tweede hoofdprobleem uit _de profieltheorie.

Bij het tweede hoofdprobleem is het niet mogelijk om de snelheids-
verdeling langs de contour van het profiel voor te schrijven, want de
contour is niet bekend.

In plaats daarvan schrijven wij de snelheid voor als een functie
van de coordinaat S langs de koorde.

Deze snelheldsvordellng is echter niet willekeurig want de functie
g, dle erbij behoort, moet voldoen aan de betrekkingen

/ /V/d')/(", / A al Yro | /i?‘f)/’/m;"t'!/’v&r().(l)

0
ng kiezen dus als gegeven snelheldsvordellng een functie, dic drie

parame”cers/f ¥ Kbevat: Ve (g, & , wl Y.
De functie ¢ (1%) 1s, zoals bekend, gegeven door

T 2] ¢ At [hbrsts bmu | (2

o0
- C
zodat het verband tussen de onbekende functies O (§3 en g (V) gegeven

is door een relatie
Sk Aol kLS
Qr/%/: /(’ ?/35/7// ,/2’; /(/)/{./ k/ (3)
die uit (2) volgt.
Neem nu weer een nulde orde benadering

3> £ (¥7.

/’q

dan volgt de afbeeldingsfunctie tenslotte weer uit het iteratieproces

(7;1"(/,&}«/ f*/;hl/yl[/#ﬂnf;ki;:k*/

waarbij telkens kn s An en /? -+bepanld WorGeﬁ door

7, () 4 - /(7 #S on o A - r /?L/& Mo a



Verder is

o (4 - /;i/”/ ot f/vﬂ-a/w
-»47/}// /8/ ol {1, )¢} 8

Tenslotte wordt de verticale coordinaat /14 oevonden uit

470/9/: ?/,4 //cf.m/(h‘/ A ”’7 a6

Blz.
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Cursus:
Methoden der mathematische physica.

Deel I,Potentisaltheorie en
conforme afbeeldlng.
door

RnT i!mani

6. Torsie van staven met willekeurige doorsnede.

Beschouw een cylindrische staaf, waar gecn volumekrachten op werken,
die in de doorsnede 2z=0 ingeklemd is ¢ p//x -
en waar in de doorsnede z=1 een kop- 8
pel M werkt met as in de richting von
de cylinderas, Neem aan, dat op het
zijvlek van de ecylinder geen krachten forken,

Indien de doorsnede van de cylinder een cirkel is, is de oplossing
van het probleem zeer eenvoudig. De dcorsnede blijft vlak bij de defor-
matie en het koppel zal eenvoudig iedere doorsnede over cen hoek &
verdresaien.

Bij kleine verdramiingen nemen wij aan, dat A eenvgudig evenredig is
met z: §=xXz. De verplaatsing van elk punt in de z richting w is nul
en de verplaatsingen in X en y richting zijn

>

J}- U= G.V:“"x 4y,
v= Gx= X zx,
in} Volgens de wet van Hooke kunnen wi]
g J na dircet de bijbehorende spanningen
¥ vinden
T;wt)‘(?l(f wﬁ 4 2 , ":% * 0 !

oy
T\'}H’i ){H: "\\1 +;w)+1M Q'll s

T.a A/«’m ,% 15_1) .y 3«‘-9‘;?'“'

"j" /‘4( \;): o i [*‘2+2):0.

Tz = "“ /zg- ¥ -.‘E): -'-—Oc'uy‘
plg ey wp

Blijkba~r voldoen deze ran de evenwichtsvoorwaarden

%TX’( BT}; or
i + “"?§1‘+ j§§k" Q.
ke .oy, ar
S A
O T AT :
+ “la Tev |
~ N EETELE L

Z):, 7
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”en aen de compatfblllteitavoorwaarden (hier nlet ultgeschreven}, die ezwf
gen, dat elementen, dze‘vnor de deformatie aan elka=r sluiten, dit na de¢
deformatie ook nog doen., ' | ey
- De randvoorwaarden eisen, dat cop de rand van de cylinder geen kracht:

’Weﬁkenf Txx Caq _/X )\1) + r’j w(y,\)) =0,
T Cafnv) 41y, eolyv)= o

Tax Co 80 ¥ gy 0 [y,

Asn de eerste twee voorwsarden is irf
tiek voldaan, de derde geeft

-0§Nﬁ1§éﬁ + X fZ g;?:wu.

 wacrsan inderdaad voldaan is, als de doorsnede een cirkel is. ,

Uit het feit, dat algemeen bewezen kan worden dat deze evenwichis-
vraasgstukken slechts één oplossing toelaten, blijkt, dat de gevonden
oplossing ven een staaf met cirkelvormige doorsnede dé oplossing voor-
stelt, |

Uit de derde randvoorwaarde blijkt tevens, dat voor een niet cirkel-
vormige doorsnede de eenvoudige deformatie, waarbi] w=0, u=- Xay, V*ZXVL
niet kan voldoen. Er zal een welving van de vlakke doorsnede optreden,
w zal £ 0 zijn. Stel nu w=x ¥{(x,y) en zoek of een functie &P te vinden
ig, die aan de gewenste voorwaarden voldoet,

In dit geval wordern de spanningen
TXx = T‘j'j :T'ZZ = G,

T’sz /‘“‘(H
Txz® f*f’({w”?].
en de evenw1cntsvoorwaarden leveren
(G5t <o
zodat ¥ een harmonlsche functie moet zijn.
Yerder is weer voldaan aan de compatibiliteitsvoorwaarden (niet uit-

geschreven) .
De rendvoorwgarden can de buitenrand van de cylinder eisen nu, dat

(ﬁf —*t{/(fm(m’) + £+x) tn (y,v) = o,

of wel

'@EP O (%, 9) %3@ &)/% sy Cnfxyv) =¥ ?-,97(3,\\1)
hetgeen Overgzat in
J )
a\-(-fa y&a(x,)i) X Ca f5.V)

Hieruit volgt, dat het probleem van de torsie van een cylindrische stasz:
gequivalent is met het probleem van Neumann,
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: Inﬁerdmd is hier e~n de eis, die bij het problcenm ven Neumann nan
de normple beclel ¢ werd gesteld, voldeecn, iumers geldt

ZR} Mﬁ" J'§& - X Mféf} o,

I\Tmst do torsiefunctie {" kunnen wij de geconjugecrde functie %(x,y)
aaschounen, dan geldt lengs de¢ rnond, dat

C)V gil ' i A)V) J(f”m(':{}w) 5’75- 4 X 7} ﬂ;{/l’iy‘j‘

zodat wij ook Xumnen zeggen, dat lengs de rend

sL.:— %/A’L«;y'“/wt Ccmf{-

d.w.2z, voor de L functie iz het torsicprobleem nequivalent met het pro-
bleem van Dirichlet, dat wij in het voorgrande volledig hebben opgelost
voor een willekeurig gebied.

D¢ samenh~ng ven de functie SLm»‘b de epenningen wordt ook direct
duidelijk, immers

sz_ /wa/xf%ﬁ/ /M/**#//
- pw(F ) /”//’“’j

Voercn wij dis in de plrats van de functm “ven spanningsfunctie
= ¢ (5)= £(x5+5®) in, den geldt

2
72' -—/»(x '2%

Tz = /"'(
Op de rand moet y—-cons‘b&rxt zijn en in het inwendige moet zij voldoen
ann de vergelijking van Poisson

R A 7.
PrA T

Met behulp von de voorgrende theorie is het dus mogelijk om het torsie-
probleem voor cen storf met willckeurige doorsnede, mits deze enkelvous
dig samenhengend is, volledig op to¢ lngoen.

Wij leten nu rnog zien, dat du spenningsverdeling, dic op deze wijze
wordt verkregen, ascquivelent is met cen koppel.
1 resulterende kracht in de x-richting iu

//7‘ ﬁ'rdy ﬁ///wﬁa"xﬁ& a//.{ 7/%/'7] ‘5&/‘/{//@/}( »

daar “=const. op de mnd.
Evenzo bewljzen wij, det de resulterende kracht in y richting nul is.
Het moment7n de oorsprong wordt

S [y ty: e[ gt f oy
el Qgﬂ‘)ja/my“ﬂx//(gm@

Transformeren wij deze e*rsta uitdrukking met de stelling vrn Green,

dan wordt M. /4 JSL’[X( (A’V}+yfh/gv}]d!¢z/u /SZ fﬁ/&
Kiezen wij? =0 op de contour, den vordt M=2 /MX
Voeren wij nog de torsiestijfhcid D in door de¢ formule M=D, x ’

dan is naz/w/ Yrdrdy



